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Introduccién

Sean (M, g) una variedad riemanniana cerrada de clase C® y w : TM — M la proyeccion
canénica. Sea wg la estructura simpléctica en TM obtenida por el ”pull-back” de la métrica
de 1a estructura simpléctica canénica en T M.

Dada una 2-forma cerrada Q en M, consideremos la nueva estructura simpléctica en

T M definida por:
w(Q) = wo +7°Q

esta 2-forma es Hamada estructura simpléctica twist.
Sea E : TM — IR dada por

1 .
E(z,v) = 592 (v,v) (energfa cinética) ,

definimos el campo magnético X como el campo hamiltoniano de E en relacién a forma

Twist w(Q), i.e. X satisface: S
w(@)(X, ) =dB().

Siendo © cerrada , definimos la Fuerza de Lorentz
° Y =Y(Q):TM — TM,
como la tinica aplicacién lineal en las fibras, tal que:

Qz) (u,v) = 9z (Yz - u,0) , VT €M v VYu,v € TyM

Definimos el flujo magnético inducido por €2, como siendo el flujo

¢y : TM — TM

asociado al campo hamiltoniano X. De este modo, una curva ¢ — (v(t),4(¢)) C TM es una
6rbita del flujo magnético, si y s6lo si, la curva v : IR — M, satisface:
' D

Di-vn W

con las condiciones iniciales (v(0),%(0)) = 6. Dicho de otro modo , el flujo magnético ¢
describe las trayectorias de una particula de masa 1 bajo el efecto de un campo magnético

1




cuya fuerza de Lorentz es Y(Q) (Ley de Newton) . En particular si O = 0 entonces X0

es el campo geodésico. Una, curva v : IR — M que satisface (1) es llamada Q-geodésica
magnética.

Cuando Q es exacta (2 =dn), podemos definir el lagrangiano L : T/ — R dado por:
L(z,v) = E(z, v) — 0z (v)

¥ la funcional de la accién de I, sobre una curva absolutamente continua 7 : [a,8] — M,
por:

N
Ar{y) = / L(v,%)dt.

Calculando las ecuaciones de Euler-Lagrange de L, obtenemos que las extremales de la
funcional de la accién satisface la ecuacién (1), por Io tanto, el flujo de Euler-Lagrange de L
y el flujo magnético coinciden. En este caso el flujo asociado a dn es llamado flujo magnético

Propiedades Genéricas

Vamos a restringir nuestro estudio al caso en que (M, g) es una superficie riemanniana,
cerrada y orientable. - '

Sea Qg la forma de 4rea en M inducida por 1a métrica, g- Siendo M una, superficie, dada
una 2-forma Qe Q2 (M ), existe una funcién F i M — R, de clase C®, tal que Q = f- Q.
Por lo tanto Q%(M) es un espacio vectorial sobre C°(M) de dimensién 1. Asi podemos
definir de modo natural Ia topologia C” en Q2(Mf )- Recordemos que un subconjunto O ¢
C™(M) =~ Q(M) es dicho CT-residual, cuando O es igual a una interseccién numerable

de abiertos densos en Ia topologia C”. Vamos ahora 3 definir el concepto de ina propiedad
genérica para la clase de flujos estudiados.

Definicién ( Propiedad Genérica ).

Decimos que una propiedad P es C"-genéricq para los flujos magnéticos si para cada nivel de
energia positivo TM = E~(c), existe un subconjunto C"-residual Op(c) C Q3(M), tal que,
la propiedad P es vdlidg para todo flujo magnético ¢ restringido a T°M, con §) Op(c),
Yy ademds, para cada clase de cohomologia h H*M,R) , el subconjunto

Op(c, h) = Op(c) N {Q e QP(M);[0] =h}
es .C’—resz'dua‘l en {Q € Q2(M), [Q] = A}
Observe que en nuestra definicién de una propiedad genérica estamos pidiendo que
tal propiedad sea genérica en el sentido usual ( sentido de Baire ) para todog los flujos

magnéticos y para el subconjunto de los flujos magnéticos con una clase de cohomologia,
fija, en particular para los flujos magnéticos exactos.

’ : Srbita
Sea Q una 2-forma en M. Supongamos que 6; = ¢*(8) : [0,7] — TM es una 6rbi

«z 1s z > 0 . ; ;
( ( ) ) bl j p *

Poincaré del flujo de una vecindad de 8 € Uy C X.en ¥ esta dada.por:

PEQ):ZDUpg — %

Srbita ¢§ ‘ sque
donde 7 : ‘Ug — IR es el tiempo del primer retorno de la érbita ¢§*(u) en X. Recordemos g
on : ]

YI . or 1a
P(Z,9) es un simplectomorfismo con respecto a la estructura 51m13blect1ca 1(111d;11((:)15d:ui e
7 i denadas de Darboux pode
i ) en 2. Usando un sistema de coor : A i
formzal tvgli;:geiindad de 0 en IR?, la forma twist en = es la forma de 4rea en IR? y qu
que X e R*, |

- 0. » 3 . -én
'P(OI))ecimos que una érbita periddica 8; de periodo T > 0 es no-degenerada si la aplicaci

i igui teorema es una .
de Poincaré linealizada dg,P no posee autovalor igual a 1. El siguiente

ribui 1] y también
extensién del Teorema de las Métricas Bumpy.( atribuido E R Abraham [1] y
probado por Anosov en [4] ) a los flujos magnéticos en superficies.

| ) i6ds - 2 s, es

' a A. La Propiedad P, : Todas las orbitas pericdicas son no d:g;lnera;i: ,1 ’

m . . e p
gsozeenérica para los flujos magnéticos en una superficie gerrada y orientable, con

7 < 0.

: e Q
Glc,a) = {Q € Q*(M) , todas las érbitas periédicas de ¢t |7eas con
|  perfodo < a € IR™, son no-degeneradas} (2)

iendo que
y siendo q O (6) = ﬂ Gle, ),
 New

para probar el Teorema A, basta mostrar que:

j ( 7 ) (

Gulc,a) = Gle,a) N {[Q] = h}
es denso en {IQ] = h} cCORMYTT

' i a simple consecuencia de que la propiedad P; es

i Le sbertur o sc (x)f?cl;;liioags(c,ya;;: E)ntantoiambién es valida en dimensione§ mayo-r,es

e clampoes robar la giensidad. Para esto vamos a seguir los pasos de la induccién

Cin . El ; i 'em)aL utill)izada en la demostracién de Peixoto, en [33], del_Teore’mg de Kupka-

émdlucmiz EEZ ;r también por Anosov (4] en la prueba el teorema de las Métricas Bumpy.
male para




.Recordemos que una Grbita periédica 6; es A
earizada no posee autovalor de norms 1

y inestable fuerte de una érbia hiperbélica 6, en el punto § = @, por:
88 — C. . 2
W) = fv e T°M; lim d(6,, 6{ (v)) = 0}

WEO) = {v e T°M; lim_d(6;, ¢f(v)) = 0}

respect1yam§nte y definimos las subvariedades estable e inestable (débiles) de 4,

W) = el 6) v wHe) = | ¢l veqe))

telR teR i

por:

respectivamente. Observe que W* (6:) y W¥(6;)

el nivel de energfa que contiene el punto 6
heteroclinico cuando

§ € Wo(%) NnW(8,),

donde 6; y ¥, son dos érbitas hip
transversal en T°M | i.e

TeW*(84) © TeW™(6;) = T, T°M,

decimos que £ es un punto heteroclinico transversal,

El siguiente teorema nos da una, propiedad C*

' : ! -genérica par j ati
superficie, andloga al Teorema de Kupka-Smale. ; pore fufos magnéicos en una

Teorema C. Ig siguiente propiedad
Pr_s: { ((z) ‘todas las drbitas periédicas son no-degeneradas y
i) todo los puntos heteroclinicos son transversales,
es CT-genérica para flujos magnéticos, para todo 1 < r < oo.

Ahora vamos é record . . ) o
en (R, ). Sea Ds y t ;;21: definicién d.el eSPE%Clolde los jets para aplicaciones simplécticas
20/ @ fun( ,0) el espacio de los simplectomorfismos

f : (R2n7w0) — (B2n7w0)

de clase C*, tales que f(0) = 0. Para cada k& ideremo
o . € IN considere la relacién de equivs .
~r en Dif, (IR*, 0), definida por: - CONSICEremos a relacion. de-equivalencia

J ~k 9 < sus polinomios de Taylor de grado k en cero son iguales .

Dago f € Dif,, (BQ",O), definimos el k-jet de f, al cual denotaremos por jett(f) =
Jet*™(£)(0), como siendo su clase de equivalencia con respecto a la relacién ~,. F] espa .

los k-jets simplécticos J¥(n) es el conjunto de todas las clases de equivalencia cop resp c1o de -

ecto la

iperbslica- si la aplicacién de Poincaré lin-
gual a 1. Definimos las subvariedades estable fuerte

son subvariedades lagrangianas inmersas en
- Decimos que un punto § € T°M es un punto

erbdlicas contenidas en T°M. Cuando esta intersecidn es

relacién ~y, de elementos de Dif,,, (IR??,0). Observemos que J¥(n) es un espacio vectorial,
ademés, considerando la estructura producto en J¥(n) definida como:

jett(f) - jet*(g) = jet*(f o g) Vf,g € Difu,(IR™™,0),

tenemos que Jf (n) es un grupo de Lie. Cuando k = 1, p'odemos identificar J!(n) con el
grupo de Lie cldsico Sp(n).

Decimos que un subconjunto @ € J*(n) es invariante cuando para todo o € JE(n), vale
c-Q-c7t=Q.

El subconjunto @ C J¥(n) de todas las aplicaciones simplécticas f : (RR?*,0) — (IR?%,0),
tales que det(dof — I) # 1, es claramente un subconjunto invariante de J¥(n). Observe que
dado un subconjunto Q@ C J¥(1) invariante, la propiedad de que el k-jet de una aplicacién
de Poincaré sobre una 6rbita periédica pertenece a @) no depende de la seccién transversal
y tampoco del sistema de coordenadas elegido.

Teorema D Dado Q C‘Jsk(l) abieﬁo, denso e invariante, la propiedad Pg: para toda
orbita periédica el k-jet de la aplicacidn de Poincaré pertenece a Q, es C"-genérica para
flujos magéticos en una superficie orientable y cerrada, con r > k.

Entropia ’Iopolégica

La entropia topoldgica es el invariante dindmico mas importante que se puede asociar
a un flujo para medir la complejidad de la estructura de sus érbitas. Vamos a denotar
por hiop(€2,¢) la entropia topolégica del flujo magnético ¢ restringido al nivel de energia
positivo T°M. Si hiop(£2, ¢) > 0, para alguna 2- forma Q y ¢ > 0, por Katok [17], la dindmica
de ¢ reps PrEsenta una orbita homoclinica transversal y consecuentemente el nimero de -
érbitas periédicas hiperbdlicas crece exponencialmente con relacién al tiempo.

Uno de nuestros principales resultados en este sentido puede ser enunciado como:

Teorema E. Sean M una superficie cerrada y orientable, y Q una 2-forma en M. Supong-
amos que el flujo magnético ¢§2 posee una orbita periédica no-hiperbdlica contenida en un
nivel de energia positivo T°M = E~(c). Entonces eziste una 2-forma ezacta dn, de norma
arbitrariamente chica en la topologia C7, con 4 < r < 00, tal que hyop (2 + dn, ¢) > 0.

Recordemos que un subconjunto compacto I' C T°M = E~!(c) e invariante por el
flujo magnético ¢ Tepr €8 un conjunto hiperbslico si existe una descomposicién invariante

(continua)

Tr(T°M) = B° ® B* © E*,
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donde E° = (X%) y existen constantes C > 0 y 0 < X <1, tales que:

(a) |dogf'(€)] SCONe|, V>0, HeT, ¢ € B,
(b) |degZ,()| < CXYe|, Vt>0, €T, ¢ e B

gara Zafd.a c > 0,’s.ea RY(M,c) el subconjunto de las 2-formas 0 en M " tales que toda
D—geo ésica ;nagnevuca cerrada de velocidad ¢ es hiperbélica, endosado con Ila topologia C*
ado h € H*(M, IR), consideremos F*(M, ¢, h) C Q*(M ) definido como: e .

FHM, e, h) = inte: (RH(M, ) N{Q=h).

D 1
hiai(;bi’zl iia]-" d(M ) c,,h), der_lojcemos por l.Der(Q, c) el conjunto de todas las érbitas periédicas
TfM s de per.lodo minimal del flujo ¢ repg- For definicién tenemos que Per(Q,c) C
es un subconjunto compacto e invariante por el flujo ¢Q’ ’
TeM:

. Elisarlido las técr_licas de dgscomposicién dominada del trabajo de Maiie [25] y el Lema
e franks para flujos magnéticos en superficies ( Corolario 4.1.2 ), vamos a probar que:

Teorema F  Sean ¢ > 0y Qe FYM : —_
hiperbélico. 4 (M, ¢, [N]). Entonces P er(Q,c) C T°M es un conjunto

Combinando el Teorema E y el Teorema F, obtenemos:

Teorema G. Sean M una superficie cerrada y orientable, y Q una 2—f0ﬁﬁa en M. S .
amos que en flujo magnético ¢5¥ posee infinitas drbitas periédicas de periodo mi ] 1;1’0”9"
: j s 03 nimal, -
Zemd?;z en un nivel de energia positivo T°M = E~1(c). Entonces existe una 2-forma excczzjfla
n € (M) de norma arbitrariamente chica, en la topologia C*, tal que htop(Q+dn, c) > 0
, .

; ﬁS«_ea p: M, - M el Fecubrimiento universal de M. Dado un punto z € M, yT >0
efinimos la bola magnética de centro z y rayo T como el subconjunto dado porz't ,

Brag(Q,2,T) :={y € M, ; existe una )-geodésica magnética
del punto x al punto y de longitud < T7}.

Sea Vol By (Q,z,T) el volumen riemanniano de Binag(Q,2,T). La aplicacién
z = Vol Bpog(Q,2,T)

es 1.nva,.rfante por aplicaciones de recubrimientos (cf. [6, pg. 17]), por lo tanto define 4

El siguiente resultado fue probado por Bruns y Paternain en [6].

Teorema 5.2.2. Sea h,(Q.c) la t imai ;
Y +(€,¢) la tasa de crecimiento exponencial de las bolas magnéticas,

‘ ) 1
hy (2, ¢) := lim sup T log/ Vol Brnag($2,¢,2,T) dz.
M ,

- o0

Entonces
hv (Q C) S htop(Q7 c)'

Si ¢ft|rers es Anosov, entonces vale la igualdad.

Si Q es una 2-forma débilmente ezacta en M, i.e. existe una 1-forma n en M" tal que
p*Q = dn, podemos definir el valor critico del flujo magnético asociado a2 (cf. [6] y [27, 10]),

COomao:

c(Q) := inf{k € R; Ap4x(y) >0 para toda curva cerrada ~ absolutamente continua },

donde L : TM* — IR denota al lagrangiano correspondiente al levantamiento del flujo B
al recubrimiento universal de M. La prueba de la siguiente proposicién también puede ser

vista en [6].

Proposicién 5.2.3. Supongamos que ¢ > ¢(Q). Entonces hy(Q,¢) es positivo, si y sola-
mente si w1 {M) tiene crecimiento exponencial.

En dimensién 2, es un hecho bien conocido que el grupo fundamental de M tiene crec-
imiento exponencial, si y solamente si M es una superficie de genero g > 2. Por lo tanto,
combinando la Proposicién 5.2.3 y el Teorema, 5.2.2, tenemos que si M es una superficie de
genero g > 2, entonces hyp(Q,¢) > 0, para toda 2-forma Q en M y para todo ¢ > ¢(9).

Cuando Q = dn, el campo magnético exacto asociado a dn coincide con el flujo de
Euler-Lagrange para el lagrangiano convexo y superlineal L, : TM — IR, definido como:

' 1
Ly(z,v) = ‘2‘990(7):7)) ~ 1z(v)-
Recordemos que €l valor critico estricto de Marie [27, 10] y [32], puede ser definido como:
co(Ly) = inf{k € R; Ar,+x(T') 20 para toda curva cerrada absolutamente

continua homéloga a cero}.

3.

Observe que por la desigualdad A.2, vale ¢(Q) < ¢o(L).

Para una superficie M arbitraria, sabemos que la restriccién del flujo magnético al nivel
de energia T°M, con ¢ > co(Ly), puede ser visto como una reparametrizacién de un flujo
geodésico en el fibrado tangente unitario para una apropiada métrica Finsler (cf. [8] ). Varios
resultados de flujos geodésicos para una métrica Riemanniana siguen siendo vélidos para
métricas Finsler. Pero en contraste con el caso riemaniano, existen ejemplos de métricas
Finsler bumpy no-simétricas en 52, con sélo dos geodésicas cerradas. Estos ejemplos son
debido a Katok [18] y son estudiados geométricamente por Ziller en [40].

El siguiente teorema fue probado por Radamacher en [34, Teorema. 3.1(b)] para flujos
geodésicos en una variedad compacta simplemente conexa satisfaciendo cierta condicién
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Si:rzjljlg;zb ra de COhomOkfgl’a ra.ciona,l H*(M,Q). Tal condicién se verifica en el caso en
gl P = y el teoren}a sigue siendo véilido para métricas Finsler bumpy (cf. [34
1)- Por o tanto, para simplificar la notacién, podemos enunciarlo como: R e

T _ ) o
eorema 5/.2.5. S’ea F TSQ — IR una métrica Finsler Bumpy em S2. Supongamos

que e/:vz.ste solo un nﬁm%ero finito de geodésicas cerradas para F en S2. Entonces e:cz'stge

geqdeszca cerrada eliptica, en particular no-hiperbdlica. e

Luego, combinando el Teorema 5.2.5 con los Teoremas A, E y G, tenemos que:

| ZE?;OUS;ZIZI}OH. Sea ? z— dn u,;zza 2-forma ezacta en S2. Entonces, pm;a cada ¢ > co(Ly)
; -Jorma exacta dfj en S* de norma arbitrariamente chi 5 O, #
e P T ey chica, en la topologia C*, tal

].

geozema 5.2.6. (Teorema de Tonelli para curvas cerradas)
heéz o uﬂrzf lagrangiano convezo y superlineal en una variedad cerrada M. Entonces dado
(M, Z), para cada a > 0 , existe una érbita cerrada (7,9) : [0,a] - TM , tal gue:
» . v bl ? -

[Y=h y Ap(y) <Ar(e),

para toda curva absolutamente continua o : [0, a] = M, con [a] = h

. 2 .
- S(;enio IF{ (T4, Z) = 2.2’ ap.hcando el Teorema 5.2.6 al lagrangiano definido como I, —
» aonde I+ es una métrica Finsler, concluimos que existen infinitas geodésicas cerrad
Por 10 tanto, por el Teorema G, tenemos: | e

Proposicion I. Sea Q = d

. = dn una 2-forma ezacta en T?. Entonces
. : - E , para cada ¢ > cy(L
existe una 2-forma ezacta dij € Q*(T?) de norma arbitrariamente chica en la topolo 1’2(07{)
tal que hiop(d(n +7),¢) > 0. ' ? 7

En el Apéndice A, usando los resultado
nd ; s de [29], [11] y [28], vamos a extend
~de la Proposicién I para perturbaciones en la topologia C°. o el esuliado

Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo vamos a discutir los resultados basicos de flujos que vamos a utilizar en
los siguientes capitulos y haremos una breve introduccién de los flujos magnéticos utilizando

el formalismo simpléctico en TM.

1.1. Orbitas periédicas no-degeneradas de un flujo y transver-
salidad ‘ |

Inicialmente vamos a :ecordar algunas definiciones y resultados generales para flujos
en variedades compactas. Consideremos N una variedad compacta de dimensién n y ¢ :
N x R — N un flujo asociado a un campo X de clase Ck, con k > 2.

Sea 8 € N, tal que ¢(6) es una érbita perddica, con periodo T > 0, y sea X C N una
seccién transversal al flujo en el punto 8. La aplicacién del primer retorno de Poincaré del
flujo de una vecindad de Uy C £ en T es dada por: ‘

P:EDU&%Z

donde 7 : Uy — IR es el tiempo del primero retorno de la 6rbita ¢:(u) en X. Por lo tanto 6

es un punto fijo de P.

Definicién 1.1.1. Decimos que una drbita periddica ¢:(8), de periodo T es no-degenerada -
de orden n, con n € IN, cuando la derivada dgP : TeX — TyX no posee autovalores que son

raices n-ésima de la unidad.

Es claro que la definicién no depende de la seccién transversal y que el orden depende
de la eleccién del periodo.

Sea ,
d9¢T : TQN - TgN

9
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la derivada de ¢r en el punto # € N | Derivando la identi
.. . a identidad =
relacion & s v evaluando en s = 0, obtenemos : 85 © ¢t (0) bt © @5 (9) en

| _9
O(@(@») -2

s=

Is)
dodbs - | —
6Pt < 5s

b4 (6:(6)).
=0

Luego : s
doy - X (6) = X (¢:(9)) (1.1)

Por 10' tanto X es un autovector de la aplicacién lineal dér(8) con autovalor 1. Calculando
la derivada de P en 8, aplicada al vector £ € TpX C TyN, tenemos:

deP-§=de¢T-f+((%

4(6)) dar(6) = dagr - € + BEIX(6),

t=T"

donde 8 = dy7 : TyZ — IR. Asi, escribiendo Ty N |
, . . Asi, s N = (X) @ TyZ,
estdn relacionadas del siguiente modo: %) © T, tenemos que WoT v P

wr=[3 Gp ] o

Luego, si X es un autovalor de dy P, también lo es para dp¢r. Esto implica que la definicién

1.1.1 es equivalente a que la matriz de de ini ;
; 7(6) posee un tinico autovalor que iz n-ési
de la unidad (contando las multiplicidades). ' e e neesima

A 3 ., 8 -y ‘ '
h_oralvamos a dar una descripcién de la no-degenerabilidad en el contexto de la teorfa,
de aplicaciones transversales.

Consideremos la aplicacién
F = Graf (¢): N xR — N x N.

Sea A = {(6,60) € N x N;6 € N} la diagonal, que es una subvariedad cerrada de N xN
Observelfnps que ¢:(0) es una orbita periddica no-degenerada (de orden 1), con pen’odc;
T >0,siysélo F (6,7)A. De hecho, es claro que F(6,T) € A, si y sélo ¢T7(9) =6 v po
la condicién de transversalidad tenemos que F A 6,0)A , siy sélo, ’ TP

d(g,T>F(T9N X .R) & T(Q:Q)A =TyN x TyN.

Pugsto que d(gyT)F = (I, _ngST +X(9) y ToA = {({,(), ¢ € TgN}, la igualdad de arriba, es
equivalente a que dados (£1,£2) € TyN x TyN, la ecuacién

{5_1 = §+¢
& = dodr-E+2X(0)+ (¢

tenga solucién para ¢,( € TyN y z € IR, lo que significa que to -
resolver ’ Y o4 & 4 mando ¢ = £ — €, se puede

b — &1 =doopr - £ — €+ 2X(0),

1.2. FLUJOS MAGNETICOS ' 11

i.e, dgor — I es sobreyectiva a un complemento del campo, que por la observacién anterior
es equivalente a que ¢;(0) sea no-degenerada.

De la teoria general de transversalidad nos ser 1til el siguiente resultado de Abraham
en [2].

Teorema 1.1.2. Sea X una variedad con frontera, K C X un subconjunto -cualquiera, Y
una variedad sin frontera, y W una subvariedad cerrada de Y de codimension finita g, todas
de clase CT. Sea A C C™(X,Y) una CT variedad de aplicaciones. Si la evaluacion de A

ev: XxXxA — Y
(z,f) = f(=2)

es transversal a W en K yr > maz{(n—q),0}, entonces el subconjunto de las aplicaciones
f € A transversales a W en K es denso en A. O

1.2. Flujos Magnéticos

.Sean (M, g) una variedad riemanniana cerrada de clase C°, 7 : TM — M la proyeccién
canénica y V la conexién de Levi-Civita de (M, g). Usando V podemos definir una conexién

K :TTM - TM,

del siguiente modo: d‘ados_f cTyTM y z : (—e,e) = TM una curva adaptada a &, ie. z
satisface z(0) = 8 y 2(0) = &; entonces z(t) = (7oz(t), V(t)) donde V es un campo vectorial
sobre la curva 7 o z(t). Definimos : . '

K5(&) =V o3V (0)-

De este modo obtenemos una descomposicién del espacio vectorial TpTM en suma directa
de dos subespacios llamados Vertical y Horizontal, definidos por:

V(6) = Ker{der) CToTM y H(0) = ker(Kp) C TyTM
respectivamenfcé. Usando el isomorfismo
jo: TITM — Tyo)M x Ty M
£ = (dom(§), Ko(£))
obtenemos la indentificacién :
TyTM = H(8) ® V() ~ Tn(g) M x Tp(yM.

Asf , podemos definir la métrica < -,- > en TM, como la métrica producto, i.e,

< &0 >6= gn(6)(dr(£), dx (1)) + gr(0) (Ko (£), Ko(m), ¥ &, € TyTM
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'y una estructura casi compleja Jy en TyTM, dada por Jo(ép, &) = (— §U,§h) donde ¢ = .

(€n, &) € H(0)®V (). De este modo la forma, simpléctica canénica en TM se escribe como:

wo(0)(&,m) =< J5-£,1 >0= gr(9)(dr(£), Ko (0)) — Gr(a) (Ka(€), du(m))) (1.3)

Por construccién H(6) y V(6) son subespacios lagrangianos de (TyTM,wy(6)).

Dada una 2-forma cerrada ) en M consideremos la nueva estructura simpléctica en TM
definida por:

w(Q) =wp+7°Q
esta 2-forma es llamada estructura szmplectzca twist.
Sea E: TM — IR dada por

1
E(z,v) = 5 592(v,v) (energia cinética),

definimos el campo magnético X = X () como el campo hamiltoniano de E en relacmn a
forma Twist w(Q), i.e. X satisface:

w(Q)(X, - ) =dE(-).

Siendo € cerrada , definimos la Fuerza de Lorent: Y = Y(Q): TM — TM como la umca
aplicacién lineal en las fibras tal que:

Q(x)(u,v) =9:(Yz-u,v), Ve €My Yu,veT,M

A cada ¢ € TyTM, escribiendo 6 = (z,v), ¢ = (£",¢Y) y X(8) = (X(0)*, X (8)),
aplicando la definicién de w(Q) obtenemos:
w()s(X(0),€) = (w0)s(X(6),6) + (7" Q)s(X(6),¢) =
= g,(X(6)", 6”)—gx (X(8)",€") + Qu (X (0)", ") =
92(X(6)",€°) — go(X (0)",€") + (Y2 - X(6)%,67) =
9:(X(8)",¢") +gz<Yx -X(6)" — X(8)",¢"). |

Por otro lado, si z : (—¢,€) — TM es una curva adaptada a £ y V(¢) es un campo de
vectores a lo largo de la curva 7 o z(t), tal que 2(t) = (7 o 2(t), V(t)), entonces: ‘

d 1

BOE) = 5| 9VOVE) =s(VaVOVO) =aéerr) (14

igualando los dos términos obtenemos
X(6) = (v,Yz(v)) € HO) ® V(9). (1.5)

Note que si § € T°M = E~{c}, para algiin ¢ > 0, entonces X (6) 5 0.
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Definimos el flujo magnético inducido por un 2-forma cerrada ! € O2(M), como el flujo -

¢t = ¢t(Q) TM — TM

asociado al campo hamiltoniano X. Por la igualdad ( 1.5 ), tenemos que
t— (v(),7(2) = :(6)
es una 6rbita del flujo rﬁagnético, si y sélo, la curva v : IR — M, satisface:
D . : '
A=Y (A
7= Y (9)

con las condiciones iniciales (v(0),%(0)) = 6. Dicho de otro modo, el flujo magnético ¢
describe las trayectorias de una particula de masa 1 bajo el efecto de un campo magnético
cuya fuerza de Lorentz es Y () (Ley de Newton) . En particular si Q = 0 entonces X© es

el campo geodésico.

1.2.1. Ecuaciones de Jacobi

F13emos un punto 8 = (z,v) € TM y sea (y(t),%(t) = $(6) su érbita por el flujo
magnético. Dado ¢ € TyTM, sea z : (—¢,e) — TM una curva adaptada a €. Definimos el
Campo de Jacobi J¢(t) como el campo de vectores a lo largo de v : IR — M, dado por:

0
Jf(t) :.= -5—3

7o ¢i(2(s))
=0

Denotemos por «s(t) la trayectoria corréépondiente a la 6rbita por el flujo del punto
2(s), ie, vs(t) = 7 o ¢¢(2(s)). Siendo que 7, satisface la equacién (1), derivando de ambos

los lados en relacién a s, obtenemos:

D <D . D
(2, <t>) L
s=0 dt ° ds s=0

ds
Recordemos que el tensor de curvatura Riemanniana (cf. [18, pg. 89] ) satisface la identidad:

0 0 0 DD, DD,
N S O Wt A 1} 1.6

Usando la simetria de V, obtenemos que J¢ satisface la ecuacién:

(nys (t) Vs (t))

2

D ) A ‘D
thJg R(y,Je)y = I

(Y'ys - Vs (t))

s=0
Siendo.la aplicacién (z,v) — Yz - v un (0,1)-tensor, extendiendo la conexi6n a los tensores
(cf. [38]), vale: '

D

ds

| « D(3 |
. 3 o= . \ . — _ 3 . . . 1.7
(¥ %) (V Z | —o'hy) Rt dt <88 —on ) : (1)

s=0
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Usando (1.6 ) y ( 1.7 ), obtenemos las ecuaciones de Jacobi del flujo magnético, sobre ~:

D D
—73e+ R(3, 3 (VJEY) y-Y 2l =0, (1.8)

Utilizando la decomposicién de TTM en los subhaces horizontal y vertical, podemos

escribir la derivada del flujo en T°M, como:

a:(0)(6) = (3600, 30 . v e TuTe )

De hecho, por la definicién de J¢ valen:

(L = 2 oo (70 61(2(9) = da(i 0 4)(6) = dn((6)) 0 d5:(0)(8)
%Jf(t) = 08!3 O (ﬂ- oc;St(z(s)) = t—iDg s=0 %(
= DT ) = Koy (dn (9)(6))

lo que prueba la igualdad ( 1.9 ).

“"IU&I oY)

1.3. Flujos Magéticos en una Superficie

Sea (M, g) una superficie riemanniana, cerrada y orientable. Dado 8 = (z.v) € TM,
existe una tnica isometria lineal YO : T,M — T, M, tal que {v,Y? - v} define una base
ortogonal de T, M orientada positivamente. Consideremos la 2-forma Qg en M dada por:

Qo) (u,v) = g (Y - u,v) ( forma de érea).

En este caso tenemos que Q%(M) es un espacio vectorial sobre C°(M) de dimensién 1.
De este modo podemos identificar Q(M) con C*(M), asociando a cada f € C®(M) la
2-forma Q¢ = fQp. : '

Por la definicién de la fuerza de Lorentz, tenemos que Y (Q5) = YV = f¥Y0 y la forma
simpléctica Twist definida por Q¢ se escribe como: ' '

wi(8)(€,m) = wo(8) (&) + (7" (O)(€,7) = wo(8)(£,7) + F(x) ga(Y° - En, 7n)-

Denotemos por X/ y ¢/ el campo y el flujo magnético asociados a la forma twist wy,
respectivamente. Entonces por (1) tenemos que las 6rbitas del flujo magnético estdn dadas
- por las soluciones de la ecuacién:

%v viea=fmyty. (0

Para simplificar la notacién vamos a seguir denotando por gb{ la restriccién del flujo
magnético al nivel de énergfa T°M. Vamos a probar dos propiedades del flujo magnético
que nos serdn de gran utilidad en los siguientes capitulos.

-

|
}
[
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Lema 1.3.1. Dadosc>0yQ = fQ € O3(M), sea K = K{c, f) = min{ Hf”c e X M )} ,

FEntonces
rodf(0):[0,K) = M

es inyectiva, ,pard todo 6 € T°M. En particular si $:(0) es una drbita periédica en T°M,
con periodo minimal T', entonces T > K.

Dem.: Sean ¢ > 0y f € C®(M) dados. Como X7 (9] = w2 = 2¢ para todo

6 = (z,v) € T°M, tenemos que wo ¢/ : T°M x R — M es localmente inyectiva. Denotemos
por (M, g) el rayo de inyectividad de (M, g). Supongamos que existe § = (z,v) € T°M,

tal que z = 7 o ¢h(6), con. T < ( ’9) . Sea y(t) = m o ¢J(6) y consideremos la aplicacién
F:[0,T] = R, definida como F(t) = d?(z,y(%)). Siendo 7> = cy T < L9 vale:

ix F(t) <i(M,g).
Dix, () <i(M,g)
De hecho, si esta desigualdad fuera falsa, existirfa un tiempo ty € (0,T), tal que F(ty) =
i(M, g), por lo tanto ‘

i(M,g) = ‘_ié(x,v(to-)) < /gtdg(*r(t)ﬁ(t)')dt: 2ty = 1o 2 é(ﬂig)

Lo que contradice la eleccién de 6.

Por lo tanto ¥([0,T]) C exp, Bj(a,g)(0), donde expy Ty M — M denota la aplicacién
exponenc1a1 geodésica usual. Sean c(t) := exp;l(y(t) y V(¢) := de(s) €Xp, -c(t). Entonces,
por las propiedades de la exponencial, tenemos que F(¢) = ||V (¢)||2. Por lo tanto, si F (to) =
méx;eqo,r) F (1), entonces:

d D

V), V(to)> y

t=tg
d2 ) , 2 D2 .
0> —=F(t) =2 — V()| +291 = V(),V(te) . (1.11)
dt? At fyesy e
Observemos que:
D D d| D| -
V = - - = — : Y. —
FVO = G g oRelel) = T|  duy eyt
. D .
= dc(t) €XPy -C(t) + E dsc(t) €XPy 'c(t) =
s=1
. D )
= 7(t> + E.; dsc(t) €XPg -C(t).

- Por el Lema de Gauss [15, pg 89] , vale que ezplg = dr? + hry , donde kg, es una métrica

en Ty M. Calculando el tltimo termino de la suma de arriba en el punto ¢ = tg, en el sistema
de coordenadas locales polares de exp, (Bz( M,g)( )) € M, obtenemos que

D

s - dsc(to) epr.-C'(to) =0.

B
4
i

-
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pues la geodésica s — sc(tp) es radial en expy 1(Bi( m,9)(0)) ¥ é(to) es tangente a la esfera
TF®) 01, Por 1o tanto substituyendo en ( 1.11 ), tenemos que :

2
0> S F(to) = 2l1i(e0) P + 29 (i

¥(t), V(fo)) :

t==ty

Como
D

dt

- ()

t=tg

Vel <9 (FH0,7 ()

Usando la igualdad (1.10) y escribiendo a = (|| f(z)|lco + 1), la desigualdad arriba implica

que
to 1/2
E re < ([ otine) = vam
' 0

lo que prueba el lema. _ O

Sea (v(2),7(2)) = ¢:(0), la orblta por un punto § = (z,v) € T°M. Como M es bidi-
mensional tenemos que {¥(t),Y?-4(t)} es una base ortogonal de T’ T, M. Usando esta base
podemos probar el siguiente proposicién:

Propos1010n 1 3 2. Sea Vit ) € TypyM, un campo de vectores sobre una geodésica magnetzca
y{t)=7wo qﬁt (8) y sea h: IR — IR satisfaciendo :

: |
6) VO +RG VAW~ (Tvof) Y05 — Y0

(@) (V(),

D ,
dtV( ) h( )Y’y(t)

D C
V() €Ty T M , Vte R.

Supongamos que
V(t) = 2070 + y(6) (Y - ¥(2)).

Entonces las funciones escalares z, y : IR — IR satisfacen las ecuaciones diferenciales:

= fy |
{@' — {=2eK, +,(V£, YO 4) - £}y = At (L.12)

donde K., (t) es la curvatura escalar de (M, g) sobre la curva .

Dem.: Inicialmente observemos que:

D o : D, _ _
ZO0 N = (V)7 +Y" 2 =¥0- Y0 = —f5

y usando la igualdad (1.10), obtenemos:

z V= (i —yf)y+ @ +f)Y° A (1.13)
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D2 : . ; 9\ . .. . . A N0 -
@V=(ﬂ'é—2yf—yf—xf Y+ +22f +2f —yfIY -y (L4

Por otro lado , valen: , ; '

D o . .
FY° (dtV) =(ef - yf)y+ (fe—yfAHY°y (1.15)
(Vvf)Y® -4 = {BVF(3) + 4V F (V0 - )}Y° - (1.16)

Calculando la componente en la direccién de 4 de la ecuacién (i), obtenemos:

0 = (fztv7>+g< R, VLA — g (Vv ) Y0 4,4) —

o (DN \_ D> .. o (D ) >
- o (77) 1) =o@vn o (v (77)
vy usando las igualdades (1.13), (1.14), (1.15).y‘(1.1'6), obtenemos:
w e ; _ d
&=yf+yf =2l

Calculando la componente en la direccién de (Y0.%) y nuevamente haciendo uso de (1.13),
(1.14), (1.15) y (1.16), tenemos: '

§+{—2cK, —g(V},Y" -}y =h - if.

‘R',YO' (1), YO.4(¢ 1, N . |
1) = LEOOLEA OO L0 _ o (mis0, 500300, Vo0
Por (ii), y la igualdad ( 1.4) vale:

0=aB (V. 2V =9 (1, ZV) =s-ut

Esto implica que z,y : IR — IR satisfacen las ecuaciones: -

{f = fy
§ = {-20K,+g,(V1,Y'H) - fAly=h

Lz
Y e
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Capitulo 2

Kupka-Smale para flujos
magnéticos en superficies

En este capitulo vamos a probar los Teoremas A y C.

2.1. Propiedad genérica de las geodésicas magnéticas cer-
radas

Sea (M, g) una superficie cerrada y orientable. Denotemos por Qg la forma de &rea en
M inducida por la métrica g. Siendo dim(M) = 2, tenemos que toda 2-forma en M -es
cerrada y el conjunto Q2(M) es un espacio vectorial sobre C°°(M) de dimensién 1. De este
modo podemos identificar Q2(M) con C®°(M), asociando a cada f € C®(M) la 2-forma
Qr = fQ. . o \ o

Por la definicién de la fuerza de Lorentz, tenemos Y (Qf) = fY°, donde Y2 : T, M —
T, M es la tinica aplicacién lineal que satisface: : ‘

Qo(a)(u,v) = gx(¥ - u,v) , Vu,0 €M y Yz €M
Luegb la forma simpléctica Twist definida por Q 7 se escribe como:
wi =w(fQ) =wp + 7" (fQ) =wo + (fon) - (7*Q)

Denotemos por X y ¢/ el campo y el flujo magnético asociados a la 2-forma Q £

respectivamente. Recordemos que por (1), las érbitas del flujo magnético estdn dadas por .

la solucién de la ecuacidn: D o ] . . ,
—i =) ¥°-5. | (21)

Observemos que para todo ¢ > 0, la igualdad 2.1 implica que la restriccién del flujo -

magnético al nivel de energia T°M = E~1{c} no posee puntos fijos. |
Para simplificar la notacién vamos a seguir denotando por ¢/ la restriccién del flujo
magnético a un nivel de energfa positivo T°M = E~1(c).

19
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Sea @ = fQo € Q*(M) y supongamos que 6; = ¢f(8) : [0,T] = TM es una érbita
periédica de penodo T > 0. Sea & una hipersuperficie local contenida en el nivel de en-
ergla T°M = E~Y(E(8)) C TM, transversal al flujo en el punto 6 = 6. La aplicacién de
Poincaré del flujo de una vecindad 6 € Uy C 3; en ¥ estd dada por:

P(Z,f):EDU; — %

u ¢£(u) (u)

donde 7 : Us — IR es el tiempo del primer retorno de la érbita ¢t(u)f en X.

Un hecho bien conocido de sistemas hamiltonianos es que la estructura simpléctica (en
este caso la forma Twist wy) induce una estructura simpléctica en una vecindad de ¢ en

% v la aplicacién de Poincaré correspondiente P(E, f) es un simplectomorfismo ( cf. [31,

pg. 265]). Usando un sistema de coordenadas de Darboux, podemos suponer que Y es una
vecindad de 0 en IR?, 1a forma twist en & es la forma de 4rea en R? y que P(0) = 0. Luego, si
A1, Ao son los autovalores de la aplicacién de Poincaré linealizada, entonces necesariamente
satisfacen A1 - Ag = 1. Por lo tanto la propiedad de que dP tenga un autovalor complejo de
norma uno es una propiedad abierta.

Decimos que una 6rbita periédica 8; de perfodo T > 0 es no-degenerada si la aplicacién
de Poincaré linealizada dg, P no posee autovalor igual a 1. El siguiente teorema es una
extensién del Teorema de las Métricas Bumpy ( atribuido a R. Abraham [1] y también
probado por Anosov en [4] ) a los flujos magnéticos en superficies.

Teorema A. La Propiedad Py : Todas las Orbitas peridédicas son no-degeneradas, es
C"—genérica para los flujos magnéticos en una superficie cerrada y orientable, con 1 <
r < o0. '

Este Teorema claramente implica que:

Corolario 2.1.1. Dado T > 0, entonces, C’T-genemcamente el numero de érbitas pemodzcas
de pemodo menores que T' .es finito.

2.1.1. Perturbacién local del flujo magnético.

En esta seccién vamos a probar un Teorema de perturbacién local para la derivada de
la aplicacién de Poicaré sobre una 6rbita periédica fija.

Sea Q = fQq € Q2(M) y sea (v(t),7(t)) = qﬁf(@) la érbita del punto 8 = (z,v) € TM,
con ¢ > 0. Dado § € TyTM definimos el Campo de Jacobi J; como el campo de vectores a
lo largo de la geodésica magnética «y : IR — M, dado por:

o) = 55| _ modlele)
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donde 2z : (—¢;€) = T°M es una curva adaptada a £. Por (1.8), el campo de Jacobi Je
satisface: )
D D

0. - 0
72396 T RO, Je)Y (ngf) Yoq—fY -2 Je=0. (2.2)
Ademés, si ¢ € TyT°M C TyTM, tenemos que (Jg(t), 2 % (t)) € Ty,5T°M para todo
t € IR. Por la proposicién 1.3.2, escribiendo

Te(t) = 2()7() + ¥ - 7)),

tenemos que z,y : IR — IR, satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales:

Tt = fy.
{ i = {-2K,+9(VF£Y" 5) -2}y - (2.3)

Sea N (%) = N (¢{ (8)) C TyT*M, definido como:
{§ €T f(g)T M (1) (dﬂ'(f) ( )): O}

Siendo de’iT(Xf (¢t (6))) = 4(t) (1.5), tenemos que N'(¢) es transversal al campo X7 a lo
largo de la érbita del punto 8. Luego. :

Tyt T°M = N @) © (X (6] (6)).

Por lo tanto, la restriccién de la forma simpléctica Twist w(6) en N (6) es no-degenerada.

Note que N (6) no depende de la 2-forma FQp.

Consideremos los campos de vectores ( L.I ) e1(t) y e2(t) a lo largo de ¢{ (8) definidos
por: .

er(t) = (Y% 5(¢), 7 ‘ _
{ 62% = g 0, YYO(%)f'y(t()))) € H(¢{(9)) @ V(8] (6)). (2.4)

Por la igualdad (1.4) y la definicién de N (2), tenemos que e;(t), ex(t) € N(2), y ademss,
ws (8] ) (ex(t),e2()) = 9(¥° - 4(8), Y° - 4(8)) = 2¢ £,

para todo t € IR.

Usando las igualdades (1.9) , (1.13) y (2.3), obtenemos que si £ = £1e;(0) + £2¢2(0) €
TsT°M, entonces: .

dgf(0)e) = @ (t) Te(t) =

= ( (x(t)'r(t) y®OY°-5) , GE) + 2@ )Y -4(2) )
2(t)X7 (1) + y(t)es () + 9(t)ea(?), (2.5)

donde z,y : IR — IR son las soluciones de ( 2.3) con las condiciones iniciales:

2(0) =0, y(0) =& y §(0) = &.
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Por otro lado, eligiendo una familia a un pardmetro de secciones transversales ¥; € T°M,
tales que T¢f (9)213 = N(t) y denotando P;(f) : Zo — %; la aplicacién de Poincaré corre-

‘ f( ) ( 0 ) [1 Y } ( 0 ) ,
dgi@) | & | = ' &q |- (2.6)
s é 0 deP:(f) £ .

Igualando ( 2.5 ) y ( 2.6 ) coricluimos que dpP(f) : N(0) — N(t) es una matriz
fundamental de la ecuacién

i (30 ) = (—kmagne 0) (36 ): -

donde Kmag(f)(?) := 2eKy(s) = 95(5) (V Y0 4) + f2(y(1)).

spondiente, vale:

Vamos ahora a definir nuestro espacio de perturbacién.

Sea K = K(f,c) dado por el lemma 1.3.1. Para cada %f- < T < K y cada abierto
W CM,con W ﬂv((%,T)) # 0, definimos el conjunto: ' : :

F = F(W,, {,T) {heC’ M); oy =0 supphCWy[Qh]—O€H2MIR)}

Por construccién, tenemos que si h € F, entonces la curva v : [0, T] — M satisface:

D0 = 167 -50) = (f + W) YO -4(0), ¥ € (0,1).

Por lo tanto [0,T] — (y(%),¥(t)) es un segmento de érbita del flujo magnético perturbado
qﬁ{ th Entonces, podemos definir la aplicacién:

Sre:F — Sp(l) (2.8)
h o~ deP(f+h).

De este modo, podemos enunciar nuestro teorema de perturbacién local como:

Teorema 2.1.2. Dados f € C®°(M), K(f’ «T < K(f,c) =K y U una vecindad de f en

la topologia C* (1 < k ). Entonces, para cada 8 € T°M y W como arriba, la imagen de
{f —=U}N F por la aplicacién Sty es una vecindad abierta de St,(0) = dgP(f) en Sp(1)..

Supongamos que gb{ (6) = (y(t),¥(t)) es una 6rbita periédica de periodo minimal 7' > 0.
Entonces por el lema 1.3.1 tenemos que K (f,c) < Ty adem3s los puntos de autointerseccién
de la geodésica magnética cerrada v : [0,T] — M son a lo mds un niunero finito. De este
modo, fijando tg € (%,K], tal que T = ntp, con n € IN, y denotando v;(t) = (¢ + itg),
podemos elegir abiertos disjuntos W; C M, con 0 <1 < (n — 1), tales que:

e T

FA——
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Sea W = U; W;. Definimos la aplicacién

n—1
SB:F(WarYafaich7) - Hsp(l)
- ) i=0
n—1

h = dgP(f+h)= de(g) (f +1)

 donde P, es la aplicacion de Poincaré de la seccion X, en i1y, Aplicando n-veces el
Teorema 2.1.2 se prueba que:

Corolario 2.1.3. Dados f € C®(M) y una vecindad U de f, en la topologia C" con r > 1.
Supongamos gque qbt (6) C T°M es una drbita periddica de periodo minimal T. Entonces
eligiendo to,n y W como arriba, la imagen de {f — U} N F por la aplicacion Sp es una
vecindad abierta de Sp(0) en [[iog S ( ). , O

Prueba del teorema 2.1.2

Vamos a probar que St restringida a un subconjunto apropiado A C F, es una inmer-
cién local en 0. ‘

Para cada 8 € T°M, como T < K(f,c), por el lema 1.3.1, podemos elegir un sistema de

coordenadas locales 4 : (0,T) X (—e,€) = W C M, tal que:
o (t,0) =) v
e {%7 585}7(,:) {37(®) ) } C fy(t)M , Vte (0,7).

Definimos el subconjunto F C C®°(M ) de las funciones h € C*°(M), tales que Supp(h) C W

yh="hot:(0,T) x (—¢ ) — IR satisface:
(1) R(t,z) = a(z)b(

(i) a(0)=0y

(50 /_Za( Vdz

Por construccién, tenemos que h(t,0) = 0 y ademds, si 9 es una 1-forma en M con‘soporte

en W, tal que
z
nlw = <— / a(s)b(t)ds) A dt,
—€

entonces dn = h{. Luego h e

?

a(x) =1

dz|,_
=0

Lema 2.1.4._C’onsz'd'err*emors”un pardmetro s arbitrariamente cercano a cero. Sea h®(t,z) =
a(z)b5(t) € F, tal que b=0 = 0. Entonces

d 5 Tro
2 seatr=xe [ (5]

S 1s=0

bs(t)> X711 { (1) 8 ] X(t) dt

donde X (t) -es una matriz fundamental de la ecuacion ( 2.7 ).
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Dem.: Observemos que:

Kmag(f +R°)(t) = Kmag(f)(t) —g,(VR*,Y?-4) =

- Kamas()(0) - 55| _ K0(0) =
= Kmag(f) = ¥°(), (2.10)

Vamos a denotar Xp(s,T) := dgPr(f + h*). Por (2.7), Xn(s,T) es una matriz fundamental,
en el tiempo t = T, de la ecuacién: :

0

b—tXh(s,t) = AS(t) - Xp(s,1) ' (2.11)
0 1 0 0 0 ]
[ — fand ; .
donde 4% = | pnag(f +h%) 0 } AT { b(t) O
Definimos
d d
= h%) = — Xp(s,T).
Zn(T) = — s=0daPT(f+_ )= » w(s,T)

Usando que Xj(s, ) satisface la ecuacién ( 2.11 ), obtenemos:

G0 = G5l Men=g SXen=
= 5| @0 xen= |
= (Lt 0]) -
= AOZh(t)—i—[ %sibs(t) S}Xo(t),

con X°(t) = X,(0,t). Ya que Z;(0) = 0, aplicando la férmula de la variacién de pardmetros
( vea por ejemplo [16, pg. 48]), obtenemos la igualdad:

T .
- Zy(T) = X°(T) /0 (xX°@)~ 1[ 2 s:; b (1) 8} XO(t) dt. (2.12)

Lo que prueba el lema.

O

Denotemos por sp(1) la dlgebra de Lie del grupo de Lie classico Sp(1) = SL(2), esto es:

5]3(1) = {A'E sz2(.R); 'IY&Z&(A) = 0}.
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b ¢
-b
chico, tal que v([to — A, to + A]) C W, definimos la funcién bs = b(\, A, o) : R — IR como

Sea ty € (0,T) fijo. Para cada matriz A = J € sp(1), y 0 < A << 1 suficientemente

balt) = Bx(Ba+ 500~ (50 Kmas )0 + 389 )

donde 4 es una aproximacién C* de la funcién Delta de Dirac en un punto %y, con soporte
en el intervalo [tg — A, o + A

Aplicando el lema 2.1.4 a la variacién h®(4,z,t) = a(z) + s ba(z,t) € F, obtenemos
que: v

Za (‘T) =

Ste(f +h%) =

s=0

d

&
T

= X0{ [ 60 - Knp0) x70[ ) 5 | x0) a1+

T 1 00 o1t 0071
+ / S8 b XH1) X(t)dt— = [ 85t ¢ X7(t) X(t) dty.

0 10 2 /o ‘ 10
Integrando por parteé en los términos segundo y tercero, y usando que X (t) solucién de Ia
ecuacién (2.7), tenemos que : '

T -1 b v' c |

2u1) = Zp(T) = X@) [ 60X 0 | ) S| X0 @

Es facil ver que para A suficientemente chico, la aplicaciéﬁ

. Tr
sp(l) 3> A /0 HBXL() { 2 5 } X(8) dt = X~ HT)Za(T) € sp(1)

es un isomorfismo.
Recordemos que
Ts75(0)(Sp(1)) = X(T) - [T1a(Sp(1))] = X (T) - sp(1).

Luego la aplicacién sp(1) 3 A~ Z, € Tsp4(0) (Sp(l)) también es un isomorfismo.

Por lo tanto, si
A= {4 t,z) = a(z)ba(t) € F; A csp(l)} ~ R,

entoncés
do(ST’g) THA — TST,H(O) Sp(l)

es un isomorfismo, 1o que prueba el teorema 2.1.2.
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2.1.2. Prueba del Teorema A

Recordemos que una érbita peridédica de periodo T es no-degenerada de orden n, con
n € IN, cuando la derivada de la aplicacién de Poincaré no posee autovalores que son raices
n-ésima de la unidad. Dados a,¢ > 0 y m € IN definimos el conjunto:
G™(c,a) = {f € C®°(M) ; todas las érbitas periddicas de ¢ |rens con
periodo minimal < a € IRT, son no-degeneradas de orden m}

y siendo que

Op, (c ﬂ G {c,n)
nelN

el Teorema A se reduce a la siguiente Proposicién :

Proposicién B. Dados c¢,a>0yr € IN el subconjunto G*(c,a) C Q2(M) es abierto en
la topologia C”. Ademds, para toda clase de cohomologia h € H 2(M, R), el subconjunto

Gi(c,a) = G c,a) N{f € C=(M); [Q] = h}
es O -denso en {f € C®(M); [Q] = h}.

Para probar esta proposicién usaremos los siguientes lemas:

Lema 2.1.5. Dadosc>0,r€ N y f€ C*(M). Eziste una O -vecindad abierta Us C
C>®(M) de f, tal gue :
: Uf NG (e, K)= Uy,

para todo m € IN, donde K = K{c, f) esta dado por el lema 1.3.1.

Dem.: Por la definicién de K(f,c) en la demostracién del lema 1.3.1, basta tomar -

Uf—{hECw(M), max]h )( <max]f( W +1=a},

de este modo tenemos que K(h, ¢) > K(f,c), Yh € Us. Por lo tanto la curva
 medMe): [0,K(f,0) > M

es inyectiva para todo § € T°M. En particular #% no posee érbitas periédicas de perfodo
menor K(c, f), para toda h € Uy, lo que prueba el lema. '
0

Lema 2.1.6. Sea f € C®(M) y supongamos que ¢{(9) es una orbita periddica de periodo
minimal T > 0, en el nivel de energia T°M. Entonces ezisten hy, ha € C°(M), con [Qp,] =
[On,] =0 € H2(M,IR), tales que los vectores:

d
7 = =
T ds

s_

(¢57°™(0)) . i={1,2}

generan un subespacio complementario a X71(8) en TyT°M. -
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Dem.: Seavy=17o ¢{(9), para cada h € C*®(M) fijo, definimos

(s, t) = wo ¢ T°M(8).

Sea V3 (¢) el campo de vectores a lo largo de la geodésica magnética ~y(t)

= v,(0,t) dado
por: :

V)= 5 mlen)
Entonces - '
7 (4) = 0 f+shig D f ‘, oy
W)= _ O =V, V) cHE @) eviEle). @)

De hecho, por la definicién de «yp, tenemos:

Vh(t) = [f?s s=0 (7T°¢f+5h( )) ¢f(9)7l'0 5'[5 o¢f+8h( )_
= d¢[(9) m(Zn(t))

(

D
ZV(E) = gz(ails:o%(

S
y = Visrm(o)

1) = eﬁ] —oTn(s 1) =
) t) = ¢f(9) (Zh(t))
lo que prueba la igualdad (2.13). |

Siendo que el nivel de energia no depende del campo magnetlco (solo depende de 9), ‘
tenemos que el campo de vectores Zj (%) es tangente al nivel de energia T°M, con ¢ = E(6)..

Luego Zj(t) satisface la condicién (ii) de la prop. 1.3.2. Adem4s, siendo que para cada s

fijo, la curva y,(s, ) es una geodésica magnética para la 2-forma ( [+ sh)Qq, vale:

D, ) :
Zanls,t) = (FOmle.t)+s ham(s, )} YO ins,t) =
= f(ﬁYh(Sat)) _Yo : ’S’h(sat) +S h('Yh(37t)) YO ) ﬁh(sat)'

Derivando de ambos los lados en relacién a s, obtenemos que

D D D . .
Bl @) = 2| (foenrtnieg) +
S=
D R
T % . s h(m(s,1)Y -’)/h(s,t)>=
. S=
= D 0 . . 0
= &, FOm(s, )Y - 44(s,8) | +A(¥4(0,2))Y0 - 4,(0, 2).
Por lo tanto, de modo andlogo a (1.6) y (1.7), tenemos que V; satisface la ecuacién:
D2
g T B VY = (Y (YO )) §+FY0. EVthhYO 5=
| D
= (VaDY* 3+ Y0 2V + Y5,
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donde en la ultima igualdad usamos que VY = 0. Luego el campo V}, satisface las condi-
ciones de la prop. 1.3.2. Por lo tanto escribiendo

V(1) = z()7(t) +y()Y° - 7(2)

y observando que V;(0) = 0, tenemos que z,y : JR — IR es la tinica solucién de la ecuacién

(& = fy ,.
{:z; _{2eK, £ VY -4) - PO}y =h(v(E) (214)

. s _ y(0) =0
gon las condiciones iniciales z(0) =0y { 20)=0

Utilizando nuevamente el subhaz AN (t) y los campos de vectores e1(t),ex(t) € N(t)
definidos como en 2.4, por la igualdad (1.13) y las ecuaciones (2.14), tenemos que:

20 = (W, 20 -
= (2@®F) +yBY°-4(), @@ + 2@ F)Y°-4(¢) =
z(t) X7 (t) + y(t)e; () + 9(t)e2(?).
Denotemos
A TyT°M = N(0) & (X7 (8)) — N(6)

la proyeccién canénica. Para concluir la demostracién basta ver que la aplicacién
- {heC™(M); Q] =0} 2 h—> A(Z,(T)) e N(B)

es sobreyectiva. _
De hecho, por construccién A(Zx(T)) = y(T)er(T) +9(T)ea(T) = y(T)e1(0) +7(T)e2(0)
donde 3 : IR — IR es la tinica solucién de ‘

%<z>={Km:g(f)é]<g>+<h?7)> | (2.15)

con (y(0),4(0)) = (0,0). Luego , si A(t) es una matriz fundamental de la parte homogénea
de la ecuacién ( 2.15), aplicando la férmula de la variacién de pardmeto obtenemos que

T
rzay=am [ 407 (e )& @

Fijemos un punto g € (0,T) y 0 < € < T —tg suficientemente chico, tal que el segmento
v{[to — € to + €]) no contiene puntos de autointerseccién de la geodésica magnética . Sea
8y : IR — IR una aproximacién de clase C*° de la funcién Delta de Dirac en el punto g,
con 0 < )\ << €. Usando un sistema de coordenadas locales tubulares W para el segmento
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v([to — €,t0 + €]), con W Ny = ([to — e,io + €]}, podemos ficilmente elegir funciones
hq € C*®(M), con Supp(h;) CW y [hQo] =0 € H*(M,R), i=1,2, tales que :

h(y(®) =) y ho(v(t)) = ().

Luego, por la igualdad (2.16), valen:

A @) =4@) [ 50 407 () @, s

| ] |
M () = A) [ 50 7 (] ) o (217)

Siendo que

£ (407 (3)) =40 [ 8] (8) =10 (3).

haciendo integracién por partes en (2.17), obtenemos:

T -
M@ = AD) [ 650) At ()

Por lo tanto, disminuyendo A si es necesario , tenemos que los vectores. {A(Zp, (T))}iz]L 9.
son linealmente independientes, lo que prueba el lema. o

O-
El siguiente lema es una consecuencia del lema anterior

Lema 2.1.7. Sean Qj, = fofdo una 2-forma en M y 8y € T°M, tales que ¢{°(90) es una
érbita periddica de periodo minimal tg > 0. Entonces la aplicacién

ev : T°MxIRx A — TM xT°M DA
6,t,f) = ev(f)=1(6,¢{(6) ’

donde A= {f € C®(M); [Qf] = [\Qfoj}, es transversal a la diagonal A C T°M x T°M en
el punto (BOatO7f0)' ’

Dem.: Por hipdtesis, tenemos que ev(8g, to, fo) € A. Identificando T, 1y ,) (T°M x IR X

- A) con Tp,T°M x IR x A, de las propiedades de las derivadas parciales, vale:

d
d(eo,to,fo)ev &z h) = (g’dwo,to)_qﬁfo (&, :I:)) + T

6U(90,t07 fO + Sh) =

s=0
= (f,deo¢f§-§+mX(9o))+<0,% ¢{§+sh<90))

s=0
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Por lo tanto si ¢ 9(6y) es no-degenerada ( con periodo to ), por la observacién hecha en 1.1,
tenemos que el primer término de la derivada anterior, genera todo el subespacio comple-
mentario de Tig, g,) A C Ty, T°M x Tp, T M, luego ev ﬁ (80,t0,fo) A Supongamos que ¢ °(6o)
es degenerada. Ya que {0} x Ty, T°M es un complemento de Tig, ,)A en Tp,T°M x TgoT M,
la conclusién del lema se sigue directamente del lema 2.1.6.

O

Lema 2.1.8. Dados a > 0 ym € IN, si f € G*c,a) entonces eziste h € C°(M) arbitrari-

amente CF—cercana o f con [Qy) = [Qf] € H*(M, R), tal que h € G™(c, a).

Dem.: Yaque f € G(c,a), entonces ev(f) N g Mx[o,qA- Siendo T°M x [0, a] compacto,
de la teoria bésica de transversalidad, concluimos que el flujo ¢f posee a lo més un ntmero
finito de 6rbitas periédicas de perfodo menor que a. Sean 71, ...,7; tales érbitas periddicas
¥ t1,....t; sus respectivos perfodos minimales. v

Siendo que los autovalores de la aplicacién de primer retorno de Poincaré no dependen
de la eleccién de la seccién transversal, podemos elegir las secciones transversales 3J; en los
puntos 7;(0), 1 < i < j, como en el Teorema 2.1.2, y abiertos, Wl C M, tales que, para
cada i fijo W} satisface (2.9) y ademds {W; = UW} YN {W; = UZWJ} =g ( WZ no contiene
puntos de intersecciones de las curvas 7o 771) Aplicando el Corolario 2.1.3 tenemos que las
aplicaciones '

S F(Ws, e, f) 2 h dgBi(f +h, ) € Sp(l)
son abiertas, para todo 1 <14 < j.

Por lo tanto, dado m € IN, para toda Cr-vecmdad Vi C C®(M) de f, tenemos. que
los subconjuntos S;({f — Va}NF(Wi,c, f)) C Sp(1) son vecindades abiertas de doF(f, X)),
i=1{1,...,5}. Luego, para cada 1 < ¢ < j, existe una transformacién lineal B; € S:({f-VaIn
F(Wi,c, f)), que no contiene autovalores que son raices m-ésima de la unidad. Por lo tanto
si f; € S7H(B;i)N{f —Va} por la elecién de los abiertos W}, tenemos que h = f+ fi+...+ f;
satisface el lema.

O

Prueba de la proposicién B

Sea TH(T°M) el conjunto de todos los campos vectoriales de clase C* en la variedad
cerrada T¢M, endosado con la topologia C*.

Consideremos la aplicacién
piC™®(M) — THT°M)

f
f = XTcM.

Siendo X' (z,v) = (v, f(z)Y°-v) € H(z,v)®V (x,v), tenemos que si p(f1) = p(f2),entonces

FUD)Y? v = folz)Y - v para todo z € M y v € TgM, luego fi = fo. Por lo tanto p es

una aplicacién inyectiva. Ademds, como la descomposicion de TyT'M en sus componentes
horizontal y vertical es continua, tenemos que p es continua.
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Recordando que el subconjunto X (a) de los campos vectoriales en TeM , tales que, toda
singularidad es hiperbélica y toda érbita periédica de periodo menor que a es no-degenerada,
es abierto en I''(T°M) [3, pg 97]. Luego, por la continuidad de p, tenemos que G(c, a) es
abierto.

Antes de probar la densidad observemos que
G™(c,a) = NG ¢, ia),
por lo tanto G™(c, a) también es abierto para todo m € IN.

Para probar la densidad, vamos a mostrar que dados f € C®(M) y € > 0, existe
h € G (c, a), con ||f — h|lcx < € haciendo un nimero finito de perturbacmnes de f
aphcando sucesivamente los lemas 2.1.7 y 2.1.8 y el Teorema 1.1.2.

SeaK K(c, f) dado por el Lema 1.3.1 y fijemos m = m(a, f) € IN, tal que (m— 1)
a<m 2 Por el lema 2.1.5 tenemos que existe una C"-vecindad abierta Vp € C*®(M ) de
[ tal que, si h € Vg, entonces el flujo magnético #" no posee ninguna 6rbita periédica de
periodo menor que K. Por lo tanto f € ¥ C G(c, K).

-Inici.almente vamos a probar que eziste fi € Gfgf]( 2K, tal que ||f — filler < &
Definimos V1 = Vp N {h € C*; [Q)] = [Qf]}. Consideremos la aplicacién:

ev:T°MxRxV; — T°MxT°M>DA
6,8,) = eo(f) =, ¢1(6)).

Supongamos que existe un punto (8, %o, fo) € T°M x [0, 3£ 251 x V1, tal que ev(6y, 1o, fo) €
A. Siendo que £y < 3K y fo € V1 tenemos que obhgatorlamente to es el periodo minimal de la
6rbita gb ®(6y).- Aphcando el lema 2.1.7, tenemos que evA (6o.t0,f0) A Luego evﬁTc Mx[o, sx]A
Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.1.2 tenemos que el subconjunto de las func1ones fewn
tales que ev(f) es transversal a A en T°M x [0, 55 3K 22] es denso en V;. De este modo podemos
tomar una funcién f; € V; con : ‘

B, ¥ 1 = Fillos < 5

ev(f1) M TeMx[o o

Aplicando el lema 2.1.8 para la funcién f; € G[lgf](c, ),y m = m(a, f), tenemos que existe
una funcién

m . Ok -
f1 € Glg e, =) con If1 = Fulles < %

Por lo tanto, vale

1 = fillex < 1F = Fullos + 152 = Fallex < =

como queriamos.
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-Ahora vamos a probar que ezxiste fo € G[ ](c,2k), tal que || f1 — foller < 5

Disminuyendo € si es necesario, podemos suponer que f; € Vi. Definimos Vo = V1 N

3k . . <2 . .
f?)f](c, ), y consideremos la aplicacién ev en el abierto V2, i.e

ev: T°M xRxVe = T°MxT°MDA
(6,5,5) = ev(f)=(6,6{ ()
Supongamos que existe un punto (6g, 20, fo) € T°M % [0,2K] x qu, tal que ev(@o, to, fo) € A.
Denotemos por T’ el perlodo minimal de la 6rbita periddica ¢ °(fy). SiT < 3K ento_nces
por la definicién de G™(c, ) tenemos que ev{fy) M (bo,nT)A para todo 1 <n g m. Como
Vs C Vi tenemos que K < T, lo que implica que tg < mT. Por lo tanto ev(fy) es transversal
a A en-el punto (6g,%). SiT € (%K, 2K], entonces obligatoriamente ty = T, y aplicando
el lema 2.1.7 tenemos que la aplicacién ev es transversal a A en (6o, %o, fo), lo que prueba
que ev M e mxjo,2k)A . Luego por el Teorema 1.1.2, el subconjunto de las funciones f € Vs
tales que eu(f) es transversal a A en T°M % [0,2K ] es denso en V5. De este modo podemos
tomar una funcion f. 5 € V3, con

ev(fy) M Tcz\/fx[o,zk]A .y A= Faller < '2—%

Aplicando nuevamente el lema 2.1.8 para la funcién f, € G[lgf] (¢, 2K), y m = m(a, f),
tenemos que existe fo € Gf&f](c, 2K) con .

— €
1f2 = fallor < 5
Por lo tanto _ _ .
171 = fallox <171 = foller + Iif2 = fallor < ~
como queriamos. ‘ '
-Procedz'endo de modo andlogo, para cada 2 < 1 < m—1, obtenemos funciones f; €
[Qf](c, £ +K), con
€
1i = fi-illor < —.

Finalmente, como G[lgf] (e,a) C Gf?zf](c, (m—1)E +K)y||f = fmllor <e, tenemos que
f estd en la cerradura del conjunto G [lﬂf] (c,a). Siendo f arbitrario chcluimos la prueba de

la proposicién.
]

2.2. Transversalidad de las variedades invariantes.

En esta seccién vamos a concluir la prueba del Teorema de Kupka-Smale para flujos
magnéticos en una superficie cerrada y orientable.
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Sea (M,g) una superficie cerrada y orientable y sea § una 2-forma en M. Decimos
que una érbita periédica 6; = ¢§(8), con E(6) > 0, es hiperbdlica si la aplicacién de
Poincaré linealizada no posee autovalor de norma igual a 1. Definimos las subvariedades
estable fuerte e inestable fuerte de una érbia hiperbélica-6; en 6 = 8y, por:

§s _ ] cAr. 14 Q ‘_
w (9) - {IU €T M, tl_l)rglo d(gt: ¢t (U)) - 0}
us _ 3 VR Q —
w (9) ={veT°M; t_lgr_nood(Qt,@ (v)) =0}
respectivamente, y definimos las subvariedades estable e inestable (débiles) de 6;, por:

= J =) vy w6 = | 2 (W™ (6))

teR teR

respectivamente.

Observacién 2.2.1. Por los resultados generales de la teoria general de los flujos hamil-
tonianos, tenemos que W*(6;), W*(6;) C T°M son subvariedades lagrangianas invariantes
de T'M con respecto a la estructura simpléctica TW1st w(Q). Por lo tanto dim(W*(8;)) =
d1m(W“(9t)) dim(M)=2.

. Decimos qué un punto £ € T°M es un punto heteroclinico cuando
£ e W2 (W) NWH(6;),

donde 6; y ¥; son dos 6rbitas hlperbohcas contemdas en un nivel de energf a T°M. Cuando
esta intersecién es transversal en T°M ,

TEWS (’1973) &) TgWu(gt) = TchM,

decimos que & es un punto heteroclinico transversal.

El siguiente teorema nos da una propiedad C*-genérica para flujos magnéticos en una
superficie, andloga a el teorema de Kupka-Smale.

Teorema C. La siguiente propiedad

p [ (©)  todas las érbitas periddicas son no-degenerada y
K-S (i1}  todos los puntos heteroclinicos son transversal,

es CT-genéricas para flujos magnéticos en superficies, para todo 1 < r < co.

2.2.1. Prueba del Teorema C

Para cada ¢ > 0, denotemos por K(c) el subconjunto de las 2-formas Q € 02 (M), tales
que la propiedad Pk g es valida para todo flujo magnético #5! restringido al nivel de energia
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T°M = E~!(c). Para probar el Teorema C debemos mostrar que K(c) es C’”-residual en
02(M) y que, para cada clase de cohomologia fija h € H 2(M, R), el subconjunto

Kn(c) = K(c) n{[] = h}

también es C-residual en {[Q] = h} C Q*(M).
Dado a > 0, por la Proposicién B, el subconjunto G{c,a) C Q2?(M), dado por (2)_,. es
abierto y denso en cada clase de cohomologia h € H 2(M, IR). Sea K(c,a) C G(c, a) definido

-

como: | |
K(c,a) := {Q € G(c,a); para toda pareja de 6rbitas hiperbélicas 8; y 9; C T°M,
de periédo < a, WE(8;) y WE (%) son transversales en T°M},

donde
WE(5) = {v € W(Bs); distoye(a,)(Be,v) < 6}

W:(Gt) = {U € Wu(et)7 diSth(gt) (eta U) < a’}

son las subvariedades estables e inestables locales. |

Siendo que, para toda Q € G(c,a), las drbitas periéc'licas de periédo < a, para un
flujo ¢ ey SOR @ lo mds un ndmero finito y que las vanedad’es eitables e mestables.de
dos érbitas hiperbdlicas dependen continuamente en la topologia C* del campo vectorial,
tenemos que K(c,a) es abierto en 02(M) para todo a > 0. De este modo, observando que

K(e) = [ K(ca),

a€IN ] .

para probar el Teorema C, falta probé.r que cada Kp(c,a) es denso en Gp(c,a) para toda
h € H*(M, R). _

Sean 0; y 94 cios 6rbitas hiperbélicas en el nivel de energia T°M, de un flujo magnético

#2, con Q € Gi(c,a). Observemos que como W*(6;) y W (9) son’im.rariantes, si W“(Glt)
y W*(9;) se intersectan, entonces ellas se intersectan en tod.a} la érbita del punto en la
interseccién. Si esta interseccién es transversal, entonces también lo es en todos los puntos
de la érbita. Luego para probar la densidad es suficiente hacer pertu?rbacmnes iocales desf de
tal modo que las érbitas hiperbélicas sean preservadas y que las variedades WE(0;) y WS(94)

sean transversales para el fiujo perturbado en un dominjo fundamental de W (6;). Para esto |

usaremos el siguiente lema, cuya la demostracién la daremos en la 51gu1ent¢ seccién:

Lema 2.2.2. Sea £ € W2(6;) C T°M, tal que Tl yu(e,) €5 U1 difeomorfismo en una vecindad

U C T°M del punto £. Sea V CV C U una vecindad suficientemente 2chica de € en TCJ\/_{.
Entonces existe una 2-forma ezacta dn, arbitrariamente cercana a 0 € Q4(M) en la topologia

C* (1 <k < 00), tal que:
(a) Supp(dn) C 7(U). ' N .
(b) 8; y O son Grbitas hiperbdlicas del flujo magnético asociado a la 2-forma
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(c) £ € W¥(6:), donde W2(6;) denota la subvariedad inestable local de 6; en
relacion al flujo ¢§Q+dn). . :

(d) La componente coneza de W2(6;) UV que contiene a & y la subvariedad W9(9;)
son transversales . ’ :

Sea’ K C Wg(6:) un dominio fundamental de W*(6;). Por el teorema de la funcién
implicita, tenemos que Wqu(et) es un difeomorfismo en una vecindad de un punto £ EX,
si y sélo, dfﬂ'lwu(gt) es un isomorfismo, que es equivalente a que TW*(6;) NV (¢) = {0}.

Como T;W*(8;) C TyT°M tenemos que si TeW™(6;) NV (¢) # {0}, entonces esta inter-
seccidn es un subespacio de' dimensién 1 tangente al nivel de energia, y por lo tanto coincide
con V(§) NT¢T°M. Luego el subconjunto '

{te R deg? (W*6))NV($FE) #0} C {te€ B degX(V(E) NV(6R(€) #£0 } =
= { puntos conjugados al punto £}. ‘

Por lo tanto, para cada ¢ € K podemos elegir te > 0, tal que el punto ¢9t§ (&) € W¥(6;)
satisface las condiciones del Lema 2.2.2, i.e, W,Wu(et) es un difeomorfismo en una vecindad
Ue del punto gb‘_)tg (€). Siendo que Q € G(c,a), podemos asumir que 7(U) no intersecta
ninguna érbita periédica de periédo < a. ‘

Eligiendo vecindades V%, tales que ¢, X () e Ve C Vg C U, con & € K, y aplicando el
flujo a estas vecindades, obtenemos una cubierta del compacto K , dada por K = Ueex We,
donde W = d)g (Ve). De este modo tomando una subcubierta finita, obtenemos vecindades

{",.... Vj}, v tiempos {t1,...,¢;}, tales que W; = ¢2(V§), con 1 <4 < j es una subcubierta -

finita del dominio fundamental K y satisfacen las condiciones del Lema 2.2.9.
Asi, aplicando el Lema (2.2.2) en el punto ¢9t1 (€1) v las vecindades Vi ¢ V, C Uy,
obtenemos una 2-forma exacta dn; € Q%(M), de norma C* arbitrariamente chica, tal que
Supp (dn) C m(U1) y la componente conexa de W*(6,) NV, que contiene al punto ¢2, (&)
es transversal a W*(¢%;). Como Q € G(c,a) es abierto en Q?(M) podemos a suponer que
Q+dm € G(c,a). v A .

Como la transversalidad en partes compacta de la variedad inestable es un condicién
abierta, podemos aplicar sucesivamente el lema, (2.2.2) en V;, obteniendo dn; € Q2(M) de
norma suficientemente chica de tal modo que las variedades invariantes son transversales
en WiU,..UW;, 1 <i <. ' '

Ya que el las érbitas hiperbélicas de periodo < a son a lo més en un ntimero finito, repi-
tiendo el argumento de arriba para cada par de modo que los soportes de las perturbaciones
sean ajenos, obtenemos una 2-forma exacta dn en M de norma CT arbitrariamente chica
tal que (Q + dn) € K(c,a), lo que prueba el Teorema. ' '

(|

2.2.2. Demostracién del lema 2.2.2

Sea (M,w) una variedad simpléctica. Recordemos que para un hamiltoniano H : M=
IR el campo hamiltoniano Xg estd definido por ix,w = dH. Decimos que una subvariedad

I3
R
‘i

N

-




sistema de coordenadas deseado.
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N C M es lagrangiana cuando dim(M) = 2dim{N) y para cada subespacio tangente
TN C T, M, vale wx’T, = 0. El siguiente lema es una consecuencia de la definicién.

Lema 2.2.3. Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimensién 2n y H : M — R un
hamiltoniano de clase C%. Sea N' C H™l(c) una subvariedad de dinensién n, con ¢ € R.
Entonces: ' .

(a) Si N es lagrangiana, entonces el campo hamiltoniano Xg correspondiente a H es

tangente a N.

(b) Si dim(M) = 4, entonces vale el reciproco de (a).

O

Vamos a utilizar un sistema de coordenadas locales especiales para una subvariedad
lagrangianas, la cual llamaremos de coordenadas de Darbouz para una subvariedad la-
grangiana. La existencia de tales coordenadas estd dada por el siguiente lema. '

Lema 2.2.4. ([12, Lema A.2]) Sea N una subvariedad lagrangiana contenida en un nivel
de energia H™(c) para un hamiltoniano H : M — IR en una variedad simpléctica (M, w).
Sea § € M y supongamos que 8 no es una singularidad del campo hamiltoniano Xg.
Entonces existen una vecindad U C M del punto 8 y un sistema de coordenadas locales
(z,y): U — R" x R" tal que:

(a) Q=3 ,dz; Ady;.
8
(©  Xu#ly = 255

LWNNU = [y=0].

Dem.: Por el teorema de Weinstein [31, Teorema 3.32], existe una vecindad W1 de
N que es simplectomorfa a una vecindad de la seccién cero de T*A con su estructura
simpléctica candnica y que manda A en "< 0. Por el Lema 2.2.3, N es invariante por el flujo
hamiltoniano ¢; asociado a H. Sea V una caja de flujo para la restriccién ¢, conteniendo el
punto § € N, tal que en las coordenadas locales correspondientes z : V — IR™ para N, valen:
z(0)=0€ Ry Xgly = -3435. Observemos que €l sistema de coordenadas en la carta local
(V,z) de N induce un sistema de coordenadas en T*N dado por (z,y) : V x R" = Ty N,
con y; = dz;. De este modo, la estructura simpléctica canénica de _T*N , en este sistema de
coordenadas, se escribe como ¥, dz; Ady; y la seccién cero Vx0CN x0CT*N estd dada
por [y = 0]. Luego componiendo estas coordenadas con el simplectomorfismo obtenemos el

Para hacer la perturbacién local en el lema 2.2.2, vamos a usar el siguiente lema:

Lema 2.2.5. Sean N, K dos subvariedades lagrangianas contenidas en un nivel H™'(c)

“de un hamiltoniano H : M — IR en una variedad simpléctica (M,w) de dimension 4.

Sea p € N un punto no singular para el campo hamiltoniano Xg. Sea (t,z;y) : U —
10,1} x [—e, €] x [—e, €] un sistema de coordenadas de Darbouz para N en una vecindad U
de p € N dado por el Lema 2.2.4. Entonces, dados 0 < €3 < €1 < €, existe una sucesion de
subvariedades Ny, C H™Y(c) NU de dimensidn 2, tal que :

- .
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(i) N = N en la topologia C*®.
(ii) Nﬂ A=N,NA, donde

A={t,z;y) e RxRxR% |z} >e;10 0<t< é}

(iii)NVy, es invariante en AU B, donde

—

B={(tzy) e Rx Rx R |s|<ey 5 <t<1}

(iv) NpyNC es invariante y transversal a K, donde

C={tm) e RxRx R l<ey ;<t<1)

) ) [y, inw =20, donde in : Ny = U es la inclusion.
Con (ii)-(v) vdlidos para todo n € IN. ' '

Derp.: Sean o : [~€,€] = [0,1] y B:[0,1] = [0,1] de clase C, tales que:

a(x):O, si .’L‘¢[-—5,€] . .
agm) =1, si z¢€ [—e;_, e;] y { B(t) iO , sl ?S t _<_%
[foalz) dz=0 Bl =1, si $<t<1

Sea 0 < s < 0 y consideremos f; : [0,1] x [—¢, €] — IR? déﬁnida por
fs(ta iL') = (fsl(ta ﬂ)), fsQ(t7z)) 3

donde f2(t,z) = s a(z)B(t) y la funcién coordenada fi:[o,1] V>< [—€,€] = IR est4 definida
por la ecuacién:

H(t,z; fs(t,z)) =c. (2.18)

Siendo que las curvas ¢ — (¢,2,0,0) C N son soluciones del sistema hamiltoniano (M, w, H )
tenerflc?s que H(t,2,0,0) = c.y g—g(t,x, 0,0) # 0. Luego, por el Teorema de la F7‘un7cién7
Implicita, para todo s € {0,d] con § suficientemente chico, podemos resolver la ecuacién
2.18 para (¢,z) — fi(t,s), con fl de clase C*°. '
Definimos
Ns ={(t,z; fs(t,2)) € RY; (¢,2) € [0,1] x [~¢,€]}.

Observe que por construccién los soportes de las aplicaciones f; estén fijos y que lim,_,q fs=
0. Por lo tanto Ny — A en la topologia C*, cuando s — 0. Ademds, siendo f.(t,z) = 0
para todo (¢,z) € A, tenemos que l 7

NsnA={(t,z,0,0) € R% (t,z) €[0,1/4] X [-¢,€]} =N N A.

Por lo tanto N, satisface (i) y (ii) para toda sucesién [0, 6] > s, — 0.
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‘Vamos ahora verificar (iii) y (v) . Por el item (a) del lema 2.2.4 y la definicién de las
subvariedades N, vale : :

of2
isw = 13 (dt Adyr + dx ANdys) = dz A gts dt = —s a(z)8'(t)(dt A dz), (2.19)
para todo s € [0,6], donde 5 : N5 — U denota la inclusién. Ya que §(t)’ = 0 para todo
t € [1/2,1], tenemos que N; N B es lagrangiana. Siendo que H (Ns) =c¢, el Lema 2.2.3 y
(ii), implica (iii). Observemos que por 2.19 y (iii), la 2-fqrma 13w tiene soporte compagto.
Luego, usando que [ a(z)dz = 0, obtenemos: :

/Ns 0 =—s /01 /_:a(x)ﬁ'(t) dxdt_ = —s /01 ') (‘/_ZO‘@) dx) dt =0,

para todo s € [0, 6], lo que prueba (v). .
Por construccién M; N C = [y2 = 8] N H~*(c). Luego por la teorfa bésica de transver-

salidad, las subvariedades N; N C y K C H™(c) son transversales en H~1(c), si y sélo,
5 €[0,6] es un valor regular de la aplicacién 7y, |, donde my, es la proyeccién candnica en

la coordenada y3. De este modo, por el teorema de Sard, tenemos que existe una suc.esién
{sn}nemw C [0,6] convergente a 0, para la cual, la sucesién de subvariedades N, satisface

(iv), lo que concluye la prueba del lema .
O

Demostracién del lema 2.2.2:

Sea & € WE(8;) € T°M tal que ’/TIW;L(gt) es un difeomorfismo en una vecindad U de &
en T°M. Siendo W*(6;) y W*(¥9;) subvariedades invariantes de dimensién 2. contenidas en
T¢M, por el Lema 2.2.3, tenemos que W*(6;) y W*(¥;) son lagrangianas. Aplicando el Lema
2.2.5, obtenemos una subvariedad ' C U, que es invariante y transversal a W*(¥) en la
cerradura de una vecindad V' C U. Ya que se puede elegir tal subvariedad NV arbitrariamente
C%-cerca de W*(8;) NU, podemos suponer que la proyecién « : TM — M restringida a N,
también es un difeomorfismo. ' -

Por el lema 2.2.3, como N no es invariante para el campo magnético Xy, tenemos que la
forma Twist w(£2) no puede ser idénticamente nula en NV. Luego la 2-forma en N, definida
como :

~*w(Q) = —w(Q)|y = —(wo + 7Y »

doxide i+ N = U CTM denota la inclusién, es no nula.

Ya que 7|, es un difeomorfismo, tenemos que (’K[X/l) (—i*w(Q))) define una 2-forma no

nula en 7(U) C M. Por el item (iii) del lema 2.2.5, podemos extender esta 2-forma en .7r(U )
a una 2-forma ) global en M, definiendo como cero fuera del abierto n(U) C M. Siendo
la, forma Twist C® en TM, tenemos que () € Q?(M) estd arbitrariamente cerca de O enla
topologia C¥, para N suficientemente cerca de W*{(6;) N U.
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Recordemos que por el Teorema de Stokes la aplicacién lineal
H(M,R)B[Q]H/ QcR
: M

es un isomorfismo. Siendo que N satisface (v) en el Lema 2.2.5 y por definicién de Q, vale:

/Q= Qz:l:/i*w(ﬂ)=07
M Uy . N

lo que implica que ) es una 2-forma exacta en M.

Sea ¢y : T°M ~» T°M la restriccién del flujo magnético asociado a la 2-forma (Q+Q) al
nivel de energia T°M. Disminuyendo la vecindad U, si es necesario podemos suponer que
las érbitas 6; y J: no intersectan el abierto m(U/), lo que implica que 6; y ¥; también son
6rbitas periédica hiperbélicas para el flujo perturbado ¢;. Denotemos por W4(9,) y W(6;)
la variedad estable de ¥; y la variedad inestable de 6; en relacién a b1, respectivamente.

Como la subvariedad W*(d;) NV solo depende del tiempo futuro y en el futuro esta se
acumula en ;. Tenemos que W*(9;)NV = Ws(d;)NV , donde W* (9:)NV es la subvariedad
estable de ¥; en relacién al flujo ét._

Observemos que )V es una subvariedad lagrangiana para la estructura Twist w(Q+0).
De hecho, por construccién, vale: : \ ‘

*w() . o = i [wo Fr(Q+ fz)] = i* (wo + 7*Q) + i* (W%Q) = 'w(@)+ (roi)" 0=

= (@) + (n,)* [(wf;vl)* (—"w(@))] = *w(@) — "w(@) = 0.

Siendo N C T°M, nuevamente por el Lema 2.2.3, tenemos que N es invariante por el
flujo ¢¢, y observando que por el lema 2.2.5, la subvariedad NV y la componente conexa de
W*(6;) NU que contiene a ¢ coinciden en una vecindad de 6; disjunta del soporte de 2,
tenemos que obligatoriamente la componente conexa de W*(8;)NV = AN V, y por lo tanto
es transversal a W*(1%;), lo que completa la prueba del Lema.

O
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CAPITULO 2. KUPKA-SMALE PARA FLUJOS MAGNETICOS

Capitulo 3
K-jets de la aplicacién de Poincaré

En este capitulo deseamos mostrar que ciertas propiedades de los k-jet de aplicaciones
de Poincaré de érbitas cerradas son genéricas para flujos magnéticos en superficies cerradas
y orientables.

3.1. El espacio"de los k-jets para flujos magnéticos en super-
ficies '

Inicialmente vamos a recordar la definicién del espacio de los k-jets para aplicaciones
simplécticas en (IR?™,wp) que fijan la origen. Sea Dj fuo(IR?™,0) el espacio de los simplec-
tomorfismos f : (IR*™,wp) — (IR2",wq) de clase C, tal que f(0) = 0. Para cada k ¢ IV
‘consideremos la relacién de equivalencia ~y en Dif,, (IR?", 0), definida por:

f ~k g < sus polinomios de Taylor de grado k en cero son iguales .

Dado f € Difu,(IR*,0), definimos el k-jet de simplectomorfismo f € Dif,, (IR?",0), lo
cual denotamos por jet*(f) = jetk( F)(0), como su clase de equivalencia con respecto & la
relacién ~. El espacio de los k-jets simplécticos JE(n) es el conjunto de todas las clases
de equivalencia con respecto la relacién ~ de elementos de Dif,,(]R?™,0). Observemos
que JF(n) es un espacio vectorial, ademés, considerando la estructura producto en J¥(n)
definida como:

jet™(f) - jet*(9) = jet*(f o g) Vf,g € Dif,,(IR?",0),
tenemos que J¥(n) es un grupo de Lie. Cuando &k = 1, podemos identificar J}(n) con el
grupo de Lie cldsico Sp(n).

Decimos que un subconjunto @ € J¥(n) es invariante, cuando para todo o € J¥(n),
vale: '

c-Q-07t=Q. ‘ (3.1)
El subconjunto @ C J¥(n) de todas las aplicaciones simplécticas: f : (IR*™,0) — (IR?,0),
tales que det(dpf —1) # 1, es claramente un ejemplo de un subconjunto invariante de JE(n).
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1 ’ 3 3 . ’ . . . ‘
as aplicaciones de Poincaré, definidas en una vecindad local de | (0) € Z(0) en %(t)
, con

" Sean (M,g) una superficie riemanniana y {2 una 2-forma en M. Supongamos g b= lacié y v
os que 6 by + W
elacion a los campos X (X ) respectivamente. Para, cada t €[0,7]
. ? ?

consideremos la

¢%(6) : [0,T] — TM es una érbita periédica de perfodo T > 0. Sea & una hipersuperficie
local contenida en el nivel de energia T°M = E~*(E(#)) C TM transversal a 6; en T°M
en el punto 4. La aplicacién de Poincaré del flujo de una vecindad de 8§ € Uy C %, en > es

dada por: . .
P=P6,%,Q):2DUs—= X%

donde 7 : Uy — IR es el tiempo del primer retorno de la érbita #5H(u) en T. Recordemos que
P(6,%,7) es un simplectomorfismo con respecto a la estructura simpléctica inducida por la
forma Twist w(Q) en X. Usando un sistema de coordenadas de Darboux, podemos suponer

que X es una vecindad de 0 en IR?, la forma twist-en ¥ es la forma de 4rea en R’y que

P(0) = 0. Por lo tanto jet*(P) € J¥(1).

- Observacién 3.1.1. Dado un subconjunto Q@ C J¥(1) invariante, entonces, por (3.1), la
propiedad de que el k-jet de una aplicacion de Poincaré sobre una drbita periddica pertenece
a Q, no depende de la seccién transversal y tampoco del sisterna de coordenadas elegido

Nuestro principal resultado de este capitulo puede ser enunciado del siguiente modo :

Teorema 3.1.2. Sea Q C J¥(1) abierto e invariante, tal que jet*(P(6,%,Q)) € Q. En-
tonces eziste una 2-forma ezacta dn € O%(M), arbitrariamente C"-cercana a cero, con

r >k, tal gue: v A
(i) 6; es una drbita periddica de mismo periodo para el flujo qﬁ? +dn.

(ii) jet*(P(6,%,Q +dn)) € Q.

Para k = 1, este teorema se reduce al Teorema 2.1.2, por lo tanto podemos considerar -

k > 2. Combinado el Corolario 2.1.1 y el Teorema 3.1.2, tenemos:

Teorema D Dado Q C J¥(1) abierto, denso e invariante, la propiedad Pg: para toda
érbita periédica el k-jet de la aplicacidn de Poincaré pertenece a Q; es CT-genérica para
flujos magéticos en una superficie orientable y cerrada, con r > k.

3.2. Caso general

Sean N una variedad de dimensién arbitraria, X un campo vectorialen N y ¢y : N — N
el flujo asociado a X. Sean [ : [0,T] — N un segmento de érbita del flujo ¢ y 3(t) una
familia de secciones transversales locales al flujo con I(t) € X(t), tal que en una vecindad
de I(t) vale =(t) = f~}(¢), para alguna funcién f : N — IR de clase C%. .

Dado un entero k > 0. Sea W un campo en N satisfaciendo las siguientes propiedades:

(a) jet*—L(W)(I()) =0, Vi €[0,T].
(b) 1(0),/(T) ¢ Supp(W).

Denotemos por: _ )
P :2(0) =2 y B :3(0)— 3(t)

- Siendo (23, w(Q)]g,) simpléctica, para ; suficienteme

especial, la cual definimos a continuacin

aplicacién
St (W) = (£(0),1(0)) — (=(0),1(0))
definida como S,(W) = B0 P).

le ilevnvc_io- tZ;gt) transversal a X, podemos descomponer el campo W localmente como W =

Usando Zét’a, dque, Wl ].2.@ es tangente a %(t) para todo ¢ € [0, T] y Ws es paralelo a X—

W ()" (WeTomEDOSﬁcml'l d_eﬁmmos Ws como el campo no-auténomo en Z(O) dado pol-'
= 1ix(z))- L& sigulente proposicidén relaciona, el k- anpi s

el campo W, su prueba puede ser vista en [21, cap. 2]. e k Jets de la aplicacién Sy(W) y -

Proposicién 8.2.1. El k-jet de Se(W) en (I(

asociado al campo no-auténomo W, 0)) es igual al k-jet del flujo en tiempo t

O

Corolario 3.2.2. El k-jet de orden 4 n ({0 dd . mnad‘ por d
2. Jet de orden de Sy (W) en (1 estd 3 k
ae oW t '

campo W1 a lo largo de I(t), y el 1-jet de P, pam( zgoc)ii) tse [0 z]ter e ‘ez ‘-767? el

O

3.3. - Familias k-generales

P . 2

Sea v : ' '
0. Supi Zga&o? j M gn segmento de-una Q-geodésica magnética, con E(y(0) (0)) = ¢ >
familia de > que 7([0,T]) € M es un segmento sin autointerseccién. Sea 3 7C TCJ\/; v
fomilia [Osgfmgnes locales transversales al flujo en el punto br = (v(t),¥(2)) z $2(9) Puna
, T}, denotemos por P,(2) = P(8, 5, %t,2) la aplicacién de ’Poinca;rév cfe 20. a ;;rta

i nte chic . =

g : szzmas di coordenadas locales de Darboux Wi (B4, w(Q)(l);, )p O—f e(I]IZl%%S Zle)glz; » fa;n tlia
, © @ = dr.Ady es la forma de drea en R Usando e;te sistem’a ?ie’ COEI‘?EEIgg:
- as

podemos suponer que P;(12) es una famil; i
: amilia de simplecto i i
3ol origen on (195 o) Qo6 oreee s P rmorfismos en vecindades abiertas

Vamos a denotar por Rz, ]
k en las variables z,y, i.e.

-jets de la aplicacién de

% €l espacio de los polinomios homogéneos reales de grado

k-

Riz,yly = { Z a s s eRVie {O,...,k}}.

=0

Un paso fundamental a la
prueba del Teorema 3.1.2 i
A o - -1.2 es hacer una primera pert i4
Jo magnético para que el 1-jets de Fi(Q) en el punto 6o € Z(0) esté znrl?rf; agz)(;rilci(j’)el
y n
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Definicién 3.3.1. Decimos que una familia a un parémetrg o : [a,b] = Sp(l)( de (;lalsz
C"), con o(a) = I, es k-general ( de clase C”), cuando ezisten to,.....,tn € [a, b], tale

que el subconjunto : k
{F(Uti ’ (x,y))}:;o C B[Z?,y]k, donde F(fL‘,y) =z,
; k41
es una base del espacio R[z,yly ~ Rt .
Para ver que esta definicién es no vacia consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3.2. Sean k € IN y o : [0,1] — Sp(1), dada por:
1 ¢ z
= = (¢ +ty,y).

benotémos vk (z,y) = F(oy- (z,y)) = (z +ty)*, usando la férmula del binomio de Newton,
t s J E

obtenemos: k . oy
; -2,,2
V;’“(w,y)=§:tz<z'>x v
=0

k e
. o k —i i demos escribir
. SiendO que {( Z ) xk Zyl} es una baSe de B[xy y]k: po ‘ .

1=0 )
VE=(1,t,...,t5) € RF.
s VF =0,...,k,
Vamos a probar que existen valores g, ..., x € [0, 1], -tales que los Vectf)’res‘;/;? ) c[%n lz]k_l_ P,_> ,IR
son linealmente independientes. Para lo cual consideremos la funcién : [0,
definida por:

@k(to, ...,tk) = det [V;]:_](]Sisk-

De e;ste modo basta probar que ¥ # 0. De hecho, haciendo induc¢ién en k, tenemos que
para k = 1 vale: Pt =t —

por lo tanto ¥ # 0 en [0, 1]2. Supongamos que T™ ¢1 0 para algtin 7711 En_]ﬁf . lzeb(iirrlloi fjf;)aé
que U™l 2 (. Inicialmente observemos que V"7 = (1,t,...,t",¢"7%) = (W7,

R x IR, luego

Vi o VL Ve
\I)'n+l(t0,...,tn7tn+1) = det [t8+1 t,g tgil .

‘ i i z +1 "%, .., T
Por hipétesis de induccién tenemos que existen fg, ..,tn € [O,I}l“ , talefZ qu; ‘\En (té ,On,aonz) :
20 exi dos nulos, tales que V7, = > ig AVF-
. Luego existen Ag,..., A, € IR, no to , ta o : :
(e)raciofes elementalés en las columnas de una matriz no cambian su determmante tenemo

que: |
4, o } _
P Gte) = G| o R (TG
n — —
= T (tﬁi% - Z )\i(fi)n+1> \I’n(to, ..,tn).
N i=0 |

‘donde P; es la aplicacién de Poincaré de la seccién &
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Por lo tanto,

. A n
\I’n+l(_fo,..,zn,tn+1) #*#0 & (tg_“’;% - Z)\i(fi)n-!-l) £0
‘ : =0
lo que prueba por induccién que UnFL £,

Proposicién 3.3.3. Para cada k IN, sea

=0

k .
Gr = { (00, ..., o8) € HSp(l); {F(o; - (x,y))}fzo es una base de R[z,y]; }

Entonces G* es abierto y denso en Hf:o Sp(1).

Dem.: Por el ejemplo 3.3.2, el subco

njunto Gy es no vacio. Fijando una base en Rz, y)
e identificdndolo con R**1, tenemos que G}, es el complemento en Hf:o Sp(1) del subcon-
Jjunto: ' '
_ , k |
| Gi = { (00, ..., 0h) € HS’p(l); det [F(Ui)]ogigk = O} .
t=0

Por lo tanto G} es un complemento no vacio de un subconjunto algebraico. Esto prueba

" que G}, es un abierto denso en Hi’c:o Sp(1), como querfamos .

=

Combinandokel Teorema 2.1.2 con la Proposicién 3.3.3, obtenemos el siguiente resultado:
Proposicién 3.3.4. Para cada k,r € IN, eziste
CT- cercana de 0 € Q2(M)

k-general.

una 2-forma ezacta d¢, arbitrariamente
> tal que la familia o un pardmetro dPtQ+d§, con 0<E<T, es

Dem.: Sea W € M una vecindad tubular de v([0,T]). Definimos

F=FW,7T)={df € 0%(M) ; del, o) =0, y Supp(é) ¢ W }.

Para cada k € IV, sea £, = to(k,T) € (0,T), tal que T = (k+1)
¥{t +ity), con 0 < i < k. Definimos la aplicacién

to y denotemos ;(t) =
o k
Sr:F — [[Sp()

=0
k
% = [dg P +dg)
1=0

ito €N X(s+1)t- Aplicando k + 1 veces
el Teorema 2.1.2 obtenemos que la aplicacién Sy es abierta cerca de 0€F, ycomo Gk -
H?:o Sp(1) es denso ( Proposicién 3.3.3), tenemos que existe una 2-forma, exacta df € F,

con norma C” arbitrariamente chica, ta] que la familia a un parémetro correspondiente a
Q + d¢ es k-general.

O
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3.4. Perturbacién local para el Hamiltoniano Magnético

Sea (M, g) una superficie riemanniana, de clase C*°, no necesariamente compacta

‘Dada una 2-forma exacta dn € Q2(M), podemos definir el Lagrangiano Magnético L,

TM — IR inducido por dn, como:

= 6(0,0) = nav) 32

Observemos que L, es un lagrangiano convexo y superlineal. Por lo tanto el flujo de Euler-

Ly(z,v) =

Lagrange del 1agrang1ano L, es conjugado a un flujo hamiltoniano en (I*M,wp) por la

transformacmn de Legendre /3 T™ - T*M, definida por:
. L ‘
L(z,v) = (m, a@v (z, v)>

El hamiltoniano correspondiente H, : T*M — IR, lo cual llamamos de Hamiltoniano
Magnético, esté dado por: .
| Hy(z,p) = 5lp +1lz; (3.3)

donde | - |; denota la norma inducida por la métrica g en T:M.

Denotemos por X, = X (Hy) el campo hamiltoniano de Hy, (ie., X77 es el inico campo
de vectores en T*M que satisface la igualdad w(X,,-) = dHy(-)), ¥ 1y el flujo asociado al
campo Xy :

Sea 7 : [0,7] — M un segmento de una dn—geodesma magnética sin autointerseccion.
Siendo el flujo magnetlco de dn y el flujo hamiltoniano 2] conjugados por L, tenemos que’

£ 1= £0(0,36) = (16, F20(0,56)) = (0. 2(0)

es un segmento de 6rbita de Y.
Vamos a fijar un sistema de coordenadas locales en una vecindad de I'([0,T]) C T*M y
describir localmente el hamiltoniano H, y su campo en tal sistema de coordenadas.

Siendo que ([0, T]) C M no posee puntos de autointerseccién podemos elegir un sistema
de coordenadas Z1,Z2 €N una vecmdad W c M de v([0,T]) tal que:

o 7t )8— (téO),
o)

para todot € [0,1]. _
Paracadaz € W, sea {da;l, dzo} C Ty M labase dual de {83:17 89:2} C T, M. Por lo tanto

(z1, %2, dz1, dz2) €s un sistema de coordenadas locales en una vecindad de I'([0,T]) C T* M,
donde un punto (z1,%2,y1,y2) € T M representa el covector p = y1dzy +y2dzs en el punto
(z1,72). En este sistema de coordenada tenemos que:

"es una base ortogonal de Ty 0\ M,
(£:,0)

wo = dz1 Ady1 +dza Adya (3.4)

"y €{heC®R); Supp(h
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Hy(21,22,91,92) = 5 Z (21, 2) (v + ) (w5 +5) » (3.5)
- i Z 8H, 8
i—1 yz 8-'1"1 p 3:1:1 8% (36)
D(t) = (4,0, (1 — 1 (£,0)), m(5,0)) | XS

donde [¢* ]0<Z j<2 denota la matriz inversa de los coeficientes de la métrica g en relacién al

sistema de coordenadas z1,z2 en W, y la 1-forma n|w = ni1dz1 + nadzs.

Sea [0,T] — A(¢) una familia de hipersuperficies locales en T* M pasando por el punto
D'(t), definida en el sistema de coordenadas locales por A(t) = [z; = t]. Como I'(¢) =
X,(T(¢), por( 3.6 ) y ( 3.7 ), tenemos que la componente en la direccién =2 del campo
Xy, es no nula. Por lo tanto A(¢) es una seccién transversal local en el pui?cg I'(t), para
tod_o t € [0,T]. Denotemos por P; = P(T'(t), A(0), A(2),dn) la aplicacién de Poincaré de una
vecindad del punto I'(0) € A(0) en A(z). '

.Ahor'a v]?mos a definir nuestro eépacio de perturbacién. Dado k > 1, definimos el sub-
conjuntd F* = F(W,v,n,T, k) C Q?(M), como el subconjunto de las 2-formas exactas d¢,

tales que Supp(§) C W C M y en las coordenadas locales (xl,:vg) la 1-forma ¢ se escribe
como : g '

£(z1,22) = 51(271,362)65331 = (z1)B(z2)dz1,
donde 8: R — R de clase C'°°, satisface:

‘o Supp(B) C (—e,€) con e suficientemente chico , y
. jetk"'l (5) (O) k+1 :

C (0,T)}. Vamos a considerar perturbaciohes del tipo
para el hamiltoniano magnetlco (3.3). ‘ ipo (n+¢)

Observemos que

dé (21, ) = —8(1) dj
2

- ok _ \
Como jet®(8)(0) = 0, tenemos que dé(y(t)) = d&(¢,0) = 0. Luego ~(¢) también es una

/3(532) dz'l A diEQ

| geodésica magnética para d(n + ). Sustituyendo n por (n +¢) en ( 3.5 ), obtenemos :

1 2
Hyrg =5 Z_: + (m + &)lly; + (5 + &)1 =
= Hy+& g% +m) + 2y 2—!—?72)] §1 gt =
- 0H, &
= Hytag 2+ 3t | (3.8)
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Denotemos :
H OH
F(§7 ) fla U 521911 5 8yn O( (k—H))

De este modo, por la igualdad ( 3.8 ), tenemos que localmente Hy,. ) = H, + Fg, para toda _'

1-forma £, tal que dé € F*. Por construccién tenemos que jet?(Fe)(T'(t)) = 0, para todo
t€[0,¢], y T(0), T(T) ¢ Supp(Fe). .
Sea W el campo hamiltoniano para el hamiltoniano Fe:T"M — R, ie

8F; 8 8F; 8
, Z By; Oz; Z dz; dy;

Conﬁo las coordenadas del campo W son derivadas parciales de F, tenemos que W satisface -

las condiciones (a) y (b) en el caso general y del mismo modo podemos definir la aplicacién
St : (A(0),T(0)) — (A(0),T(0)) como

Sy(€) = Sy(We) = Pt o B,

donde Pt = P(I‘(t),A(b),A( t),dn + df) denota la aplicacién de Poicaré para el campo
perturbado X;.¢) = Xy + We, con d € F*.

Deseamos dar una descripcién del k-jet de la aplicacién St en funcién del término de la
perturbacién magnética dada por df E F%. Para lo cual consideremos la descomposicién

local W = WE +W2, con W’5 %% 3 ¥ W’2 Wg WE Como &1(z1,z2) = 6(z1)B(z2)

y jet®(8)(0) = 0, calculando las derivadas paraales de Fg, tenemos que la tinica componente ,

del campo W que tiene el k-jet no-nulo en I'(Z) es la componente en la direccién a . Luego
jetk(Wz)(l"( )) = 0 para todo t € [0,7]. Ademés, ya que A(t) = [z = t] tenemos que

wi es tangente a A(t), para todo t € 0, T]

> lA®) |
Observacién 3.4.1. Aplicando la proposicién 3.2.1 a W y A(t), obtenemos que el k—]:et
de St (€) en el punto T'(0) es igual al k-jet del flujo a tiempo T asociado al campo vectorial
no-auténomo Py Wfl'z\(t))’ en el punto T'(0).

Recordemos que en este caso, la aplicacién de Poincaré posee las siguientes propiedades

extras:
(1) Para todo u € {dominio de P;} N { dominio de F;}, valen:

Hy(w) = Hy(Po(w)) v Hyeelw) = Hyrg(F(w),

(2) wo induce una estructura simpléctica en la subvariedad Z(t) C A(t), definida

como:
S(t) = A@®) N Hy H(Hy(T(0)), t€[0,T]

y la restriccién P[5y : £(0) — E(t) es simpléctica.

3.4. PERTURBACION LOCAL PARA EL HAMILTONIANO MAGNETICO 49

) A(omH,;jg(HM(r(o») $(0)y A(T)NHyke(Hpee(T(0))) = S(T), ademés
la restriccién Prlsg) : £(0) — E(7T') también es simpléctica. :

Las propiedades (l) y (2) son validas para todo campo hamiltoniano en una variedad
simpléctica y (3) es una consecuencia de la definicién del espacio de perturbacién F*.

Por las propiedades anteriores (1-3), tenemos que la subvariedad %(0) c A(0) es invari-
ante por St y la restriccidn St(sy : (2(0),T(0)) — (Z(0),T'(0)) es simpléctica. Vamos a
dar una descripcién del jet de St|s) en I'(0).

Tnicialmente observemos que como %;—’1( (t)) = 1, por el teorema de la funcién implicita,
podemos parametrizar 5(t) en funcién de las coordenadas 3,5, i.e para cada t € [0,T]
existe un abierto U; € IR? y una funcién oy : Uy — IR, tales que

E(t) = { (t7x27at($2ay2)=y2) € A(t); (132792) e Uz }

Ya que TE'(i) = Ker(dz1) N Ker(dH,) C Ker(dz;), la estructura simpléctica inducida por
wp en X(t) se escribe como

wols(y) = dza A dys.
Para cada d¢ € F* y t € [0, T]. Definimos

Fea(z0,92) = Felgy = Fe(t, 22, cu(22,90),92) =

0H,
= &t 29) —2 501 (t z2, ar(z2,Y2), y2)+0( 2(k+1))’

y denotemos por Zg 3 el campo hamiltoniano correspondiente al hamiltoniano Feyp: X — R
Usando nuevamente que %( I'(t)) = 1y que é(z1, 22) = 8(z1)B(z2) dz1, con jet*+1(8)(0) =

25T tenemos que el (k+1)-jet de F¢ 1 en T'(2) estd determinado por el (k+1)-jet de & en
el punto (,0). Por lo tanto, denotando F(zs,ys) = zi 1!, tenemos

Je N Fe o) (L)) = 8(£)F (22, 30), ‘ - (8.9)

- lo que define una familia a un pardmetro de polmomlos homogeneos de grado k + 1 en las

variables z, ys.

Finalmente podemos enunciar la siguiente proposicién que nos da una descripcién del
k-jet de la alpicacion Stiz@) = S7(£)[s() en el punto I'(0) en funcién del término de la
perturbacién magnética dada por d¢ € F*. ' '

- Proposicién 3.4.2. El k-jet de S|y en el punto T'(0) es igual al k-jet en el punto T(0) del
flujo hamilioniano a tiempo t correspondiente al hamiltoniano no-auténomo [§(t) F o (Pysq)]-

Para probar esta proposicién haremos uso de los 31gu1entes lemas:

Lema 3.4.3. El campo W} ¢l es k-jet tangente a 2() en I'(t), i.e. existe un campo
vectorial - W3 tal que: _ '

(i) el k-jet de W es cero a lo largo de (o, 71, ¥
(ii) (VVg1 - Wg’) JZI(t) es tangente a X(t), para todo t € [0,T].
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Dem.: Para cada T € [0,T)], siendo A(t) transversal al campo, tenemos que la 1-
forma dHplp() es no nula. Luego podemos elegir un campo de vectores N; en A(t), tal
que dHp|a(x)(N;) = 1. Por construccién tenemos que Ny es transversal a S(t) en A(%).

Sea,
Welaw = dHzlaw Wilaw) Ne

y consideremos la descomposicién
Wiag = Welaw + Wi —Wi)law-

Como ng\ A(x) ©s tangente a A(t) tenemos que (Wé.1 — Wg’)[ A(¢) también es tangente a A(t).
Ademids vale:

dHnlA(tj((ng — Wlaw) = dHnlaw) (We |aw) — dHnlaw (W¢ ) dHplag(N:) =0,

por lo tanto (Wi —W)is es tangente a 2(t), lo que prueba (ii).
- Falta mostrar que Wg satisface (i). De hecho por definicién de Wg vale:

. OF; k)
ngA(t) = dHﬂlA(t)((Wg!A(t)) Nt = —-8115_2 dHTIIA(t) (-a—y;> Ny =
. a6 OHy kil > ( 0 ) o
= - A dH, — | N 3.10
| <5(t) dry Oy + O(z5) A 50 t | (3.10)

Observando que
(dH)(T (1)) (aiyz) — wo(T(E)) (Xn(I‘(t)), a%) _o.

Calculando el k-jet de ( 3.10 ) en el punto I'(t), obtenemos que jet” (Wg)(P(t)) = 0, como

queriamos.
O

Lema 3.4.4. Para cada t € [0, T, el campo hamiltoniano Zg s y el campo ngg(t) tienen el
mismo k-jet en T'(t). -

Dem.: Siendo Fp¢(72,y2) = Fe(t, 22, u(22,92),y2), tenemos que en las coordenadas
(z2,72) el campo Z¢, estd dado por:

g, = (0Fe [ 0Fcdos) O (%+%§%)_B_
T 5’;{; dyy Oya ) Oz dzy  Oyy Oz2 ) Oy’

y como todas las derivadas parciales de Fg, excepto la de la direccién z2, tienen k-jet cero en
. . 1 _ 8F: g
I'(t), obtenemos que el k-jet de Z¢; en I'(t) es igual al k-jet de ngg(t) =— ('a?i“a—y;)

=)’

como queriamos. ]
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3.4.1. Prueba de la proposicién 3.4.2

Siendo P,(2(0)) = Z(t) y ngg(t) k-jet tangente a X(¢) en I'(¢) ( lema 3.4.3 ), tenemos
que el campo P} (ng')l(t)) es k-jet tangente a X(0) en I'{0). Luego, por la observacién
3.4.1, las subvariedades S:(3(0)) y £(0) son tangentes de orden k en I'(0). De este modo,
para estudiar el k-jet de S; en I'(0), podemos asumir que S; deja %(0) invariante, y por
el lema 3.4.4, podemos cambiar el campo ngiz(t) por el campo hamiltoniano Z ;. De este
modo, obtenemos que el k-jet de Si|s(;) en I'(0) es igual al k-jet del flujo a tiempo ¢ asociado
al campo Py (Z¢ ;). Por otro lado, si K = K¢ = Fgo (Ptig(o)) es un hamiltoniano no-
auténomo en 2(0) y Xg el campo hamiltoniano correspondiente, entonces, usando que
Fils(o) : B(0) — X(2) es simpléctica , vale:

wo(Xk, sy = 4K =d(Fezo (Bilse)) = PidFes = Biwo(Zes, g =
= wolP Zey, )s (o)
y siendo wp|z () no-degenerada, tenemos que necesariamente Xg = P Z¢ ;. Luego el k-jet
de PfZ¢: en I'(0) estd totalmente determinado por el (k+1)-jet del hamiltoniano K =
Feto (Pilg(0)) en I'(0), que, por (3.9), es igual al k-jet del hamiltoniano [6(¢)F o (BIZ(O))]7
lo que prueba la proposicién. : a.

3.5.  Perturbacién del k-jet

Usando la misma notacién de la seccién anterior, deﬁnimos la aplicacién
Sk:FF — JEQ)
d¢ ~  jet* (Sp(€)ls())T(0) (3.11)

Por definicién de ¥, tenemos que SE(F*) C Ker(ny), donde my, : JETI(1) = JE(1) es la
proyeccién canénica. .

" Observacién 3.5.1. Recordemos que J¥(1) es un grupo de Lie, con la estructura de grupo

definida por ‘
jet*(f) - jett(g) = jet*(f o g)

y denotando por J¥(1) el espacio de los k-jets en 0 € JR2 de los campos de vectores simplécti--

cos en (IR?, dzy Adzs) que se anulan en el origen. Definimos el corchete [, -]F : J5(1) xJ%(1) —
~k )
J5(1) por:

[jet*(X), jet* (V)] = —jet* (X, ¥)).
Ya que X,Y son campos que se anulan en cero, [-,-]¥ depende solamente de los k-jets de X
y Y, asi [,-]F define una estructura de dlgebra de lie en J%(1). Ademds 3¥(1) es el 4lgebra
de Lie de Jf(l). Més atn, la aplicacién exponencial exp : 3’;(1) — Jsk(l), estd dada por:-

exp(t jet* (X)) = jet® (yy),

donde 1 es el flujo local asociado a X. Para més detalles y las pruebas vea [22, §IV] y [7,
§2]. ,




52 ' CAPITULO 3. K-JETS DE LA APLICACION DE POINCARE

Proposicién 8.5.2. Sea k > 1, y supongamos que la familia [0,T] = dr) Pels(0) © JH1),
es (k+1)-general. Entonces SE(F*) es un abierto en Ker(m).

Dem.: Puesto que {dp(o)P:|5(0) Jo<t<T €8 (k+1)-general, existen to, ...tg11 € (0,T), tales
que ' )
{F(dP;, - (z2,¥2)) Yogi<k+1
es una base del espacio vectorial IR[z9, y2]g+1, donde F(z2, Yo) = x2+ € Rz, Y2)k+1-
Para cada 0 < i < k+1 y A > 0 suficientemente chico, sea 5x(t;) : R — IR una

aproximacién C* de la funcién delta de Dirac en el punto #; con soporte en el intervalo -

[t; — A, ti + A] y consideremos las 1-formas
& = &(\) = x(t:)Blz2)dz1-

tales que d¢; € .7-"“ para todo i € {0, ...,k + 1}.
Por la proposicién 3.4.2 y las propiedades de la aplicacién exponenmal definida en la

observacién 3.5.1, vale:

0

DOS,{“ (&) = 5 exp(t jet*(s X)),

0
Sk(s &) = 35|,
o

S__

donde X; denota el campo hamiltoniano en %(0) correspondiente al hamiltoniano no-
auténomo [0y (%) (t)F o (Pilsg())]- Derivando en relacién a ¢ en ambos lados obtenemos

que

exp(t jet* (s X; )))

. 0
%(Dosf'(fi)) = i(

§=

= 9 ( exp(t jet* (s XZ))> =

Os |,

o iotk N =
= 5. (dssevts xp 3 - et (s X)) -
= 58— jeth(s Xi) = jet*(Xa).

Sle=o :

Integrando, obtenemos que:
T

DoS% - (&) =/0 jet*(X;) dt. (3.12)

Por definicién del campo X; y la igualdad ( 3.12), tenemos que si /\ — 0, entonces DSk -
(¢;) converge al k-jet en T'(0) del campo hamiltoniano auténomo en X(0) correspondiente

al hamiltoniano H; = [F o (Py|s0))]-
Calculando el (k + 1)-jet de H; en I'(0) obtenemos:

jetFTH(H;) = [F o (dryPuls)] -

-
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Siendo que {F o dr(o)Pt,[z (0) )}o<i<k+1 €s una base de R[xz,yg]k+1, tenemos que para A
suficientemente chico {DgS% - (&) Yo<i<k+1 forma una base del Algebra de Lie de Ker(ng).
Por lo tanto la aplicacién S% es una submersién local, lo que prueba que S% (]—"k) es un
abierto de Ker(wy), como querfamos. o

3.5.1. Prueba del Teorema 3.1.2

Inicialmente vamos considerar sélo el caso ezacto. Sea v : IR — M una dn-geodésica
magnética periédica, de perfodo Ty > 0 y sea Hy : T*M — IR el hamiltoniano magnético
asociado a 7. Siendo el nimero de puntos de autointerseccién finito, podemos elegir T' €

(0, T3], tal que el segmento ([0, T]) no contenga puntos de autointerseccién de la curva

7, y una vecindad tubular W C M de ([0,T]), suficientemente chica de tal modo que
W N~ =~([0,T]). De este modo, podemos elegir un sistema de coordenadas locales z1, z2
en W, una familia de secciones transversales locales X(t) € H, YH,(T(0))) C T*M, como
en la seccién anterior. » »

Por la proposicién 3.3.4, existe una 2-forma exacta d7j arbitrariamente C”-cercana a dn,
con r € IN, tal que la familia a un pardmetro correspondiente, [0,T] — dr()Pilz (o), €s
s-general para todo s = 2,3...,k+ 1.

Sean Fi = F{(W,~,7,T) C Q*(M), 2 < i < k, como en la seccién anterior, y sea

F = F(W,,T) = { dé € 9(M); €, oz7) =0y suppdf CW .

Es claro que F CcF pdra todo i € {1, ..., k}. Definimos la aplicacién:

S:F — JHY) |
d¢ = jet®(S(€))(T(0))

donde S(€) = P(2(0),2(0),m)~ 0 P(2(0), £(0), 7+ &).

Observacién 3.5.3. Siendo que Supp(§) C W para toda d§ € F y que
P(£(0),£(0),p) = P((0), £(T), p) o P(E(T), Z(Tv), p),
con p = {7}, 7 + £}, entonces S(§) = S(¢) = Pr(7)~" o Pr(7 +£).

Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.1.2 y la Proposicién 3.5.2, tenemos que St es
abierta en una vecindad de 0 € F. Ya que jet*(P(8, 2, dn)) € Q, la abertura de S* en una
vecindad de cero implica que existe una 2-forma exacta d¢ arbitrariamente C"—cercana a
cero, con r > k, tal que el k-jet de Sp(£) pertenece a @, lo que por la observacién 3.5.3,
prueba el teorema para el caso exacto. :

Vamos ahora a considerar el caso no ezacto. Sea € una 2-forma en M no exacta y
seany, T, Wy F = F(W,7,T) como en el caso exacto. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que existe € > 0, tal que el segmento 7 : [—¢,T + €] — M no posee puntos de
autointerseccién . _
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Sea N C M una vecindad tubular abierta de y((—¢, T' + ¢€)), disminuyendo W podemos

asumir que W C N. Observe que por definicién del espacio de perturbacién F, si una 2-

forma exacta d € F , entonces ¢ tiene soporte compacto en la vecindad W C N, por lo
tanto la podemos extender a una 1-forma global en M, como cero fuera de W, y de este
modo obtenemos una 2-forma exacta en M con soporte en W.

Como N es una vecindad tubular, tenemos que Q|y = dn, para alguna 1-forma 7 en el
abierto N C M. Por lo tanto la restriccién del lujo magnético a la vecindad TN =Ty M C
TM es un flujo magnético exacto. Luego la restriccién del flujo a TN es conjugado al flujo
hamiltoniano en (TN, wp) correspondiente al hamiltoniano Hy : T*N — IR, definido en
'3.3. Ya que el k-jet en un punto de una aplicacién estd totalmente determinado por su
restriccién a una vecindad cualquiera de tal punto y por la observacién 3. 5.3, basta probar
el Teorema para un segmento v([0,T]) en el abierto N, lo que reduce el teorema al caso

exacto.
O

Capitulo 4

Lema de Franks

_ En este capitulo vamos a probar un resultado anélogo para flujos magnéticos en superfi-

cies cerradas de la parte infinitesimal del lema de Franks, demostrado para difeomorfismos
en [14].

4.1. Lema de Franks para flujos magnéticos en superficies

Sea (M, g) una superficie cerrada y orientable. Denotemos por {2y la forma de rea en

., M inducida por la métrica g. Como en el capitulo 2, para simplificar nuestros argumentos,

vamos a identificar Q?(M) con C*°(M), asociando a cada f € C®(M) la 2-forma Q; = Q.

Recordemos que, por la definicién de la fuerza de Lorentz, tenemos Y (Qy) = f Y?, donde
Y? : T,M — T, M es la tinica aplicacién lineal que satisface:

Qo(z)(1,0) = go (Y2 -u,v) , Vu,veTM y Yz eM
y la forma simpléctica Twist definida por Qs se escribe como:
w = w(f) = wo + 7" (fQo) =wo + (f o) - (1" Q)

‘ Den.otemos por X7 y ¢f el campo y el flujo magnético asociados a la 2-forma Qy,
respectivamente. Entonces por (1), tenemos que las érbitas del flujo magnético estdn dadas

- por la solucién de la ecuacidn:

D -
- 0 4
| 7= Y -7 |
Observemos que la igualdad 2.1 implica que la restriccién del flujo magnético al nivel
de energia T°M = E~'{c} no posee puntos fijos, para todo ¢ > 0.

Para simplificar la notacién vamos a seguir denotando por ¢/ la restriccion del flujo
magnético a un nivel de energia positivo T°M = E~1(c).

Sea 6 € T°M, tal que ¢ (8) es una érbita de perfodo minimal Ty € IRT U {oo} (cuando

qb{ (8) no es periédica definimos Ty = o0), y sea y(t) = 7w o q&{ (0) la geodésica magnética
correspondiente.

55




56 CAPITULO 4. LEMA DE FRANKS

Para cada ¢ > 0, sea N'(t) = N (¢] (‘9)) C TyT°M, definido como:
(t> - {é el f(g)T M; g'y(t) (dﬂ-(é)v ’Y(t)) = O}

Siendo dpm (X (¢t () = 4(t) (igualdad (1.5 )), tenemos que N () es transversal al campo
Xfalo largo de la érbita del punto 6. Luego

Tyt T™M = Nt ® (X (8 0));

y por lo tanto, la restriccién de la forma simpléctica Twist w £(8) en N'(9) es no degenerada.
Note que N () no depende de la 2-forma f{o.

Sea ¥, € T°M una seccién transversal al campo en el punto ¢t (6), tal que TpX; = N (2).
Vamos a denotar por

dHPt(f) = dGP(f7 207‘275) N(O) - N(t)v

la aplicacién de Poicaré linealizada.
Recordemos que si

, 1 i(M,9)
K:K“”:mmﬁwwﬁﬂw a2 }

“entonces, por el lema 1.3.1, el segmento ~y : [0, K] — M es inyectivo, y por lo tanto K < Tj.

Ademés los puntos de autointerseccién del segmento de la geodésica magnética y([0,t]) son .

a lo mas un ndmero finito de puntos, para todo 0 <t < Tj. |
Sea W C M una vecindad tubular de 7 : (0, K) — M. Para cada Ty € [K, Ty) defin-

imos el subconjunto F = F(f,68,W,Tp) C C*®(M), como el conjunto de las funciones .

f € C®(M), tales que:

o Fv(®) = f(v(1), VtE€[0,Tn];
‘. [97] = [Q] G'HQ(M,]R). ‘

o Supp(f—F)CW vy

Luego, si f € F, entonces v satisfacé:
q(t) = F(() Y°-4() = F(3(1) Y° - ¥(1), vt € [0, To].

Por lo tanto, la érbita del punto 6 por el flujo ¢t coincide con la del ﬂuJo magnético de f
en el intervalo de tiempo [0, Tp] , para toda f € F. Observerios que si ¢t (6) es una 6rbita
periédica, entonces toda la dérbita ¢t( ) es preservada por perturbaciones de f contenidas
en F( f,& W, Tp) = F(f,6,W). Ademis si Qy es exacta, entonces {7 tarabién lo es.

De este modo, a cada < T < K fijo, podemos definir la aphcac1on

Sre: F(f,0,W,Tp) — 510(1)_'
7~ dePr(f)
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El siguiente resultado es el analogo para flujos magnéticos en superficies cerradas de
la parte infinitesimal del lema de Franks ( demostrado para difeomorfismos en [14]). En
[12], Contreras y Paternain probaron una versién de este lema para flujos geodésicos en
superficies cor perturbaciones C? de la métrica, lo que equivale a perturbaciones C' del
campo geodésico. - :

Teorema 4.1.1. Sean fo € C®(M), y £ <T <K (K =K(c, fo)) - Dada U C C®(M),
una vecindad de fo en la topologia C*, existe § = §(U, fo,c) > 0, tal que la imagen de
U N F(fo,0, W, T) por la aplicacion Sty contiene una bola de rayo & centrada en Stp(fo)-
Mids aun, si K < Ty < Tp, entonces eziste una vecindad U = U(9, fo,c, W,Ty) C M de

v([T,Tp)]), tal que la imagen de conjunto U n{f e F Supp(f — fo) € W — U} por la
aplicacidn Stg contiene una bola de radio 6 centrada en St.6(fo)-

Vamos a probar este Teorema en la seccién 4.2. Para lo cual vamos a emplear bdsicamente
los pasos utilizados por Contreras y Paternain, en [12], adaptando la perturbacién utilizada
por ellos a una perturbacién C! de la 2-forma Qy, por 2-formas exactas. En el Teorema,
2.1.2, probamos que dada una vecindad U de fj en la topologia C* ( con 1 < k) la imagen
por Sty de’'U N F(fo,0,W,Ty) es abierta en Sp(1), pero para 2 < k no tenemos ninglin
control sobre el didmetro minimo de la bola centrada en Stg(fy) contenida en la i 1magen
que no dependa de la vecindad W'y de lo puntos § € T°M, con Ty < Tp.

Deseamos aplicar el Teorema 4.1.1 en un nﬁmero finito de segmentos de una geodésiéa,
magnética cerrada v : [0,Ty] — M ( Ty =Ty < 0o ), de modo que la perturbacién sea inde-
pendiente en cada segmento. De este modo, obtenemos una perturbacién de la linearizacién
de la aplicacién del primer retorno de Poincaré. Para esto, inicialmente fijemos ¢y € (52{—, K]
y n = n{f) = n(Tp,tp) € IN, tal que Ty = nty. Para cada 0 < ¢ < n — 1, definimos
v; = v(itg + t). Asi , dada W; C M una vecindad tubular de ~;((0,%0)), podemos definir la
aplicacién » ‘

i - d( zto(e) P(f, Zito’z(i-i-l)to)'

para cada i € {0,...,n — 1}.

Sea Wy una vecindad tubular del segmento g. Aplicando el Teorema 4.1.1 a la aplicacién

So.6: F(fo,0,c, W) — Sp(1) obtenemos un do > 0 y una vecindad Up de 1 % ... k1, tal

que vale la segunda parte del Teorema 4.1.1.- Para el siguiente paso necesitamos tomar
la vecindad tubular Wy C Up y nuevamente aplicar el Teorema 4.1.1 a la aplicacién
Si6 @ F(fo,0,¢c,W1) — Sp(1), obtenemos un 6; > 0 y una vecindad Uy de 72 * ... * Yn—1.
Procediendo de modo anslogo obtenemos §; > 0 y vecindades W;, 0 < 4 < n — 1. Luego
para W = U}, W podemos definir

n—1

F(fo,8,W) — [ Sp()
1=0
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n—1
fooo= Hd(¢f (9))P(fa2itoyz(i+1)to)
1=0

ity

Aplicando n-veces el Teorema 4.1.1 probamos que:

Corolario 4.1.2. Sea 6 € T°M tal que qﬁ{o (8) es una drbita periddica, y sean W, n(8) y Sp

como arriba. Dada una vecindad U de fy en la topologia C1, eziste un & = §(fo,U,c), tal
que la imagen del conjunto F(fo,8, W) NU por la aplicacidn Sy contiene un producto de
bolas de rayo & centrada en (Sgg(fo), - Sn—1),6(f0))-

Siendo que [Qf] = [Qf,] € H2(M, IR) paratoda f € F(fo,0, W), sidn = Qjy, para alguna
n € QL (M), entonces el flujo magnético asociado a Qy es exacto, para toda f € F (fo,6,W).
En este caso podemos reescribir el corolario anterior como:

Corolario 4.1.3. Sea L : TM — IR dado por L(z,v) = 29:(v,0) = 1z(v), y sea 6 € T°M,
con ¢ > 0, tal que la drbita del punto 6 por el flujo de Euler-Lagrange de L es una drbita
periddica. Entonces, dada una vecindad U C QY (M) en la topologia C?, existe un § =
§(dn,U,c,n), tal que la imagen del conjunto F(dn,80, W) NU por la aplicacion Sy contiene
un producto de bolas de rayo & centrada en (So4(dn), - S(n—1,6(dN))-

4.2. Prueba del Teorema 4.1.1

§  o0=0 ) Suwp(@)C 53]
1

i 0= (iif) flallcr =1
(iv) [} a(z)dz=0

Definimos el subconjunto H C C®(M) de las funciones h € C*® (M), tales que, Supp(h) C
W y via el sistema de coordenadas ¢ la funcién h : (0,T) x (—eo,€0) — IR se escribe como

h(tvx) =»a50 (il?)b(t),

donde a,(z) = €0 a (f—o), y b€ C®(IR), con Supp(b) C (0,T).
Observemos que:

Lema 4.2.1. Sea h = a¢,(2)b(t) € H. Entonces valen:

i) [ =0,
i) F=f+heF, Vh ey Vf€TF,
(i) lhlier < 2{[bllco + €ollbllcr
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Dem.: (i) Basta ver que si 7 es una 1-forma en M con soporte contenido en la vecindad
W, tal que nlw = <— ffl e, (2)b(t) ds) dt, entonces calculando dn, obtenemos que dn =
hYs. ) o
(ii) Es una consecuencia directa de (i) y de la definicién del conjunto #.

(iii) Si g : IR? — IR es una funcién suficientemente derivable, entonces:

Bg(z, t Bg(z,
gl < suplg(, )] +sup | 22D | qpp |09 T) 1
)t ot | Oz 2t | Ot
Luego :
[Aller < sup lae, (2)b(2)] + sup |at, (z)b(t)] + sup |a, ()b (2)].
- z, . z, m:t
" Siendo que [0 ()] = [0a(2)] < epllallco < @, ¥ laly(a)l = [@(2)] < faor = 1,

para todo z € R, tenemos que:

[Bllcr < (1 + eo)lIbllce + eollbllcr < 2[jbllco + eofibllcr

como querfamos. . _ O

Vamos ahora a fijar algunas constantes y funciones que necesitaremos para el siguiente
lema. '

Disminuyendo U si es necesario podemos suponer que
”f“co < HfO”cO +1, Vfelu

Por lo tanto K (c, fo) < K{(c, f) , V f € U. Denotemos ko = K(c, fo) yseaky =k (U, c) > 1,
tal que, sif €Uy X(t) = X(F,0,t) es la matriz fundamental de la ecuacién ( 2.7 ), entonces

IXOI<k vy IX'OI<k ,Vie k] y VoeTM. (41)
Sean 0 < AL %Q y ko = ko(U, A, c) > 0, tal que:

x| X () - < ‘ ~10 _ x-1
|t_i%?§?9“ () — X(ko/2)[| < k2 ¥y lt_%%gnx )= X (ko/Dl < ks, (42)

paratoda f €Uy 0 € T°M. Si X = X(fy,U, c) es suficientemente chico, vale:

0<k <—————1 1<k
2STom ™ (4.3)

: Sea]? 8, Ay : IR — [0, 00) aproximaciones de clase C* de la funcién Delta de Dirac en el
punto 3, tales que Supp(dx) C [B — X, &), Supp(Ay) € (2,5 + )], [adt= [Axdt=1,
y Supp(A,) es un intervalo. . ’

Sea k3 = k3(\) = k3(fo,U, c), definida como:

t = 2 (163lcn + 16k len + 18sl ool Kmapfenlco + 5188000 ). (49
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Sea 0 < p < 1/(4k%ks) , por ( 4.3 ) tenemos que

1 1 '
75 = k’3p dkike > —5 ’ (45)

k2 2k2°
Finalmente, sea « : [0, ko] — [0,1] una aproximacién de clase C* de la funcién carac-
teristica del conjunto o :
[0,T] ~ [y H{((T, Tv))} U 8Supp(A,)]

tal que

T .
| tatt) - 11 < )

Lema 4.2.2. Sea h® = a¢;(2)b°(t) € H tal que b*=° = 0. Supongamos que

9
05 | 4=

donde a,b,c € R, y Kmag(f)(t) es la curvatura magnética de f € U NF. Entonces

e Ha

b°(8) = a(t) { r(t)a + 65 ()b - (m(t)xmag(f)(tn%Ax(t))c} (47)

ds s=0

Sor(f + hs)H 73

Dem.: Aplicando el lema 2.1.4, obtenemos que:

2@ = & s =xo{[ cwnwexw [l §]xoas
; / SCINHECES |

- [Catme )Kmag<f>cx-1(t>[$ | X -

- E/Oté(t)AK(i) e X71(t) [2 SJX(t) dt}-

Integrando por partes en el segundo y cuarto término y usando que X (t) es solucién de la

- ecuacién (2.7), tenemos que

Z(T) = X(T){/OTa(t)cSA(t)X‘l(t)[Z _Ob}X(t) d%+
+ [ammex-w]) o ]xo sl

Vamos a denotar
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Q2 = X~(2) [ 0 0 }X(t)

y Qo := Q1 + Q2. De este modo tenemos que

/P dt = /5A $)01(8) dt+/ A (00 (4.8)

Usando ( 4.1 ), valen:
b 0
o —b T 4

0. c
ol
B P01 < [l + I8 s + (185lcol el + 5L 1o o] #

tEOT
FIY | e

Para cada F : [0,T] — IR?>*2, deﬁnimoé:
ko
Fit)—-F| —
-r (%)

k
O (F —0) = mix

2/ R
Observemos que si F,G : [0,T] — R**? y E € R?*? es una matriz constante, entonces:
ko (k& k |
Oy (FG,—) = mix |FPE)G(t —F<—9)G(—°)
2) = LT F(R) 93

< mix |[FOGWH-F@)0 (""2")

k
ft—21<A

v i Jroe () -r ()6 (%)

< me HF(t)HOA(Z>+OA< r)e(%)

1A < larlleollQ ) < 16allco &7

18x®Q2(B)| < AxlcollQ2(®)]) < [[Axlico &7

Por ( 4.4 ), vale:

A

ks

<

+

<

E
0A<EF,EO> — mix |EFg)-EF(P)]<
=1 2 )|~
k
< 1Bl 0, (Fg)
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Asi, escribiendo A = [ Z cb } y usando { 4.1), (4.2 ) y las dos dltimas desigualdades,

obtenemos que

Ox (Qo, k—;) = 0, (X"l(t)AX(t), ’“—20> <

< It—r-nji/\HX 0] O (AX(t); %‘1) L0, (X—l(t), %") JAIX (%) <
< me X0 oll14lo; (x0,2) + 0 (x5 ) 141 (%)<
< 2k k|| Al

Usando ( 4.8 ), obtenemos

/OT aft)P(t) dt — Qo (g) H :
/0 :].w.av(t)P.(t)dt _ /OT P(t)dt + /OT P(t)dt — Qo (g) H <

—1)P dt‘ OT P — Qolko/2) dt] <

L < / (a) — 1P dt+ T(Ox(@1,ho/2) + Ox(@2:ko/2) <

(r[rol% HP(t)u) /0 alt) — 1)t +2703(Qo, /).

IA

Como T < kg <1, por (4.9),(410)y (46), tenemos que

[ atp Qo (5)| < e o= b bl (410)

Ademss, siendo A = X (ko/2) Qo(ko/2) X~ *(ko/2), nuevamente por (4.1), vale
LAl = [1X (Bo/2) Qolko/2) X~ (ko/2)|l < #F1|Qolko/2)ll =

= [Qolho/2) 2 ” | (1)

)+ [ atrre at-a(3)
)n—\/T P at- o (3)

Luego, por (410 ), (411 )y (43)

/0 . a(t)zf(t) dt“ Qo (

Qo (

I

E

\ >

EaES

v

4.2. PRUEBA DEL TEOREMA 4.1.1 ' 63

1
> (k2 o=tk by ) 4] 2

ék—%llAH-

Finalmente, por la dltima desigualdad y (4.1 ), tenemos que

miz@) 2 X 2@l = [ awpe ) > %QrmAn,

lo que prueba que

IIZ( )H>2k3||A|| VfeUnF.

o

Denotemos por sp(1) el 4lgebra de Lie del grupo de Lie cldssico Sp(1) = SL(2)..Para

b e ] €sp(l),sea B4:(0,T) = R dada por:

cada matriz A = b

Ba(t) = alt) (6r(t)a + 85(£)b) + (Kmag( fo)(®) + 2@%)) (e-e®2a®e _ 1y,
Déﬁnimos la aplicacién ..

G:sp(l) — C®(M)
A = G(4)

tal que Supp(G(A)) C W,y en el sistema de coordenadas tubulares (%, z) en W, la restricién

G(A)| = G(A)(t, z), se escribe como |

- Lema 4.2.3. Para valores de ¢y suficientemente chzcos, existe 61 = 61U, fo,¢), tal que, si

| Al| < 81, entonces G(A) € UNF.

-~ Dem.: Por el lema 4.2.1, tenemos que

IG(A) — foller = llaeo (2)Ba(B) 2 < 2/Balleo + collBallcr-

Sea € > 0, tal que By (fs,€) C U, donde Bei(fo,€) denota la bola de rayo € centrada en fy
con relacién a la norma C!. Como Ay > 0 para todo ¢ € Supp(«), tenemos que existe un
k6 = kS(A:fO) = k6(f07u7c) < 00, tal que

ke = ”%?gl lBallct-
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Capitulo 5

Flujos magnéticos con entropia_
topolodgica positiva

En este capitulo vamos a estudiar la funcional Q htop(£2,¢), para ¢ > 0, en una
superficie cerrada y orientable, buscando subconjuntos con entropia topologlca pos1t1va
Los principales resultados de este capitulo son los Teoremas EyG.

5.1. Aplicaciones Twist y entropia topolégica

Sean M una superficie orientable cerrada y Q una 2-forma en M. Supongamos que
$3(8) = (v(t),7(t)) es una érbita periddica de periodo minimal T' > 0, contenida en un nivel
de energia E(f) = c. Sean ¥ C T°M = E~'(#) una seccién transversal local conteniendo el
punto ¢y sea P = P(§,%,Q) la aplicacién de Poincaré correspondiente. Vamos asumir que
#54(6) es no-hiperbélica, i.e, los autovalores de dp P tienen norma 1.

Vamos ahora a enunciar el Teorema de la Forma Normal de Birkhoff, cuya prueba puede
ser vista en [36, pg. 222], para dimensiones mayores vea [20, pg 101].

Teorema 5.1.1. Sea f un dz’feomorﬁsmo de clase C*, definido en una vecindad de 0 € IR2,
tal que f preserva la forma de drea dz Ady y f(0) = 0. Supongamos que los autovalores de
dof satisfacen: A =1y A" # 1, para todo n € {1,...,4}. Entonces eziste un difeomorfismo
h, definido en una vecindad de 0, con h(0) =0 y h preserva la forma dz A dy, tal que :

cigpon [ T ) — [ cosla+B(z® +y?) —sen(a+ B(z® +y?)) [z
osen () = (emas b ) et T ) (5 )vot

donde A= e=*™* es qutovalor de dyf. En coordenadas polares la aplicacion h™" o f o h se
escribe como: :

ofoh(rﬁ) =(r, 0+a+pr’)+0(rY.
Ademds la propiedad 8 # 0 depende inicamente de 7.

67
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Definicién 5.1.2. Decimos que un homeomorfismo f : [a,b] X St [a,b] x St es una
aplicacién Twist, si para todo 6 € St la funcién

[a,b] — mp 0 f(-,0) € S*
es estrictamente mondtona. _

Observemos que si el coeficiente 8 = S(f) en la Forma Normal de Birkoff es no nulo,
entonces para |r| < ¢, con e suficientemente chico, f es conjugada a una aplicacién Twist

en [0,€] x St.
La siguiente proposicién fue probada por Le Calvez en [23, pg 26] .

Proposicién 5.1.3. Sea f: R X S — R x S una aplicacién Twist que preserva drea, tal
que la 1-forma f*(Rd) — Rdf es ezacta y

(i) todos los puntos periddicos de f son no-degenerados,

(ii) todos los puntos heteroclinicos son transversales.

Entonces f tiene entropia topoldgica positiva.
O

‘Combinandol los resultados enunciados arriba con los Teoremas 3.1.2 y C, podemos
probar el siguiente resultado:

Teorema E. Sean M una superficie cerrada y orientable y 2 una 2-forma en M. Supong-
amos que el flujo magnético ¢? posee una 6rbita periddica no-hiperbdlica contenida en un

" nivel de energia positivo T°M = E’l(c). Entonces eziste dn € Q2(M) de norma arbitrari-

amente chica en la topologia C7, con 4 < r < oo, tal que el flujo magnético ¢§Q+dn)

TeM
tiene entropia topoldgica positiva. :

Dem.: Sea 6; = ¢§}(6) una érbita periédica no-hiperbélica de perfodo minimal 7" > 0,
contenida en el nivel de energia T°M = E~1(c). Sea P = P(6,%,9) la aplicacién de
Poincaré para una seccién transversal local ¥ C T°M conteniendo el punto 6. Siendo 6;
no-hiperbélica, tenemos que los autovalores de dgP son de la forma e¥2™, con a € [0,1).
Recordemos que la forma simpléctica Twist w(f2) induce una estructura simpléctica en %
y P : £ — ¥ preserva esta estructura. Por lo tanto, via un sistema de coordenadas de
Daboux, podemos suponer que P es un difeomorfismo que preserva 4rea, definido en una
vecindad de 0 € IR? y P(0) = 0. ‘

Sea @ C J2(1) definido como:

B ' o 1243
Q={0°fa,ﬁ°a o€ (), 8>0, ¥ a¢{07§’§v§’§}}’

donde f;,ﬁ : IR? — IR? est4 dada por fo3(r,0) = (r,0 + o+ Br2) + O(r*), en coordenadas
polares. ‘ ‘

Por la Forma Normal de Birkhoff ( Teorema 5.1.1 ), el subconjunto @ C J3(1) es
abierto e invariante. Como la 6rbita 6; es no-hiperbélica, tenemos que j et3(P(9,%,0)) € Q.
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Aplica2ndo el Teorema 3.1.2, obtenemos una 2-forma exacta d7j arbitrariamente cercana s
0 € Q°(M) en la topologia C”, con r > 4, tal que: 6; es una 6rbita periddica del mismo
periodo para el flujo ¢?+dﬁ y jet*(P(8,Z,Q +d7) € Q.

Observemos que 6; es una Srbita eliptica del flujo perturbado qﬁ? 9 Por lo tanto, por
el Teorema de la Funcién Implicita, existe una vecindad U C Q%(M) de (Q + d7), tal que

para toda Q € U, el flujo ¢ oy, POSCE DA érbita periédica elipitica 8; = 8;(Q) cercana a
6:, la cual llamaremos continuacion analitica de ;. Como @ es abierto, disminuyendo U, si
es necesario, podemos asumir que jet3(P(6,%,Q)) € Q, para toda Q € . '

Por otro lado, por el Teorema Kupka-Smale ( Teorema C ), existe un subconjunto

residual O(Q,¢) C {Q € Q*(M); [Q] = []} en 1a topologia C” tal que para toda 0 € O(Q, ¢)

el flujo ¢,§7} ers satisface la propiedad Px_g: todas las érbitas periédicas son no degeneradas
y todos los puntos heteroclinicos son transversales.- |
Luego, podemos aproximar a d7 por una 2-forma exacta dn, tal que (Q+4dn) € O(Q2,¢)N
U. Por lo tanto, si 6; es la continuacién analitica de 6;, entonces f = P(8, T, Q+dn) satisface
las condiciones (i) y.(ii) de la Proposicién 5.1.3, y jet3(f) € Q. Ademss, via coordenadas
de Darboux, f es un difeomorfismo en una vecindad de 0 € JR? que preserva la forma de
drea di A dy. ' '
Por definicién de @, f es conjugada a una aplicacién Twist fo = Afh™!, en coordenadas
polares. Para aplicar la Proposicién 5.1.3 vamos a hacer un cambio de coordenadas para
transformar fo en una aplicacién T : RY xSt — IRT x S, tal que la 1-forma T*(Rd6) — Rd6
sea exacta, lo que completa la prueba del Teorema.
Consideremos las siguientes aplicaciones:

,(:L‘, y) - (T7 6) —_ (%T279) = (R> 9)

D—> R* x St B x §*
I ;
D — R+ x §* Rt x 8t
donde D={z€C; |2|] <1}, P7}(r,6) = (rcos@,rsinﬁ); Sea G(z,y) = (%—7'2,*6)' = (R,0).

Ent?nces A = G*(R df) = %(:z: dy — y dz). Observemos que d\ = dz A dy es la forma
de 4rea . Siendo que ID es contréctil, tenemos que f*(A\) — ) es exacta. Por lo tanto

. T*(Rdf) — R db es exacta. Siendo R(r) = %— r? estrictamente creciente para r > 0, entonces

T es una aplicacién twist, si y solamente si fy es una aplicacién twist.
, a
Vamos ahora a dar algunos ejemplos de flujos magéticos con una érbita periédica no-

_hiperbdlica. Por lo tanto, por el Teorema E, pueden ser perturbados en la topologia C”, con

4 < r < 00, a un flujo magnético con entropia topolégica positiva.

ch.amp1015.1.4. Sea (M,g) una superficie cerrada. Supongamos que la curvatura escalar
satisface 1 < K < 1. Sea Q = 0 € Q?(M). Entonces las Q-geodésicas magnéticas son las
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geodésicas en M en relacién a la métrica g. En este caso, Thorbergsson en [39], probé la
existencia de una geodésica cerrada no-hiperbdlica.

Ejemplo 5.1.5. Sean B = {z € R?,||z||? < 5}, con la métrica euclidiana de IRQ. y Q6 la
forma de 4rea correspondiente. Sea 7 una 1-forma en B, tal que dn = —Q. Cons1deremos
el campo magnético exacto dado por el Lagrangiano

1
L(z,v) = 5 <vv> Nz (V)

El campo de' Euler-Lagrange de L : B — IR puede ser visto como la expresién en coorde-
nadas locales de un campo magnético en una superficie cerrada. ‘
Siendo dn = —Qgq, por la ecuacién 1.10, el campo de Euler-Lagrange est4 dado por::

V=10 | (5.1)

, - 3
Fijemos el punto inicial py = (~1,0) € B y v = (1,0) € T7B. Por la ecuacién 5.1,
tenemos que la circunferencia C : [0,27] — B, dada en coordenadas polare.s por C (t).=
(r(t),0(t)) = (1,7 —t) es una dn-geodésicas magnéticas. Ademds todas las circunferencias

? 7 . L }
obtenidas por la rotacién de C con el punto po € C fijo, también son soluciones de (5.1).
Luego, si (po,v0) € X C TP%B es una seccién transversal local, y P : ¥ — ¥ la aplicacién de
Poincaré correspondiente, entonces

P(po,v) = (po,v), ¥ (po,v) € X. |
Por lo tanto, la 6rbita (C(), C (t)) es degenerada, en particular no-hiperbélica, Este hecho

1
también puede ser visto usando la ecuacién (2.7). De hecho, eligiendo [0, 27r] — 2 CT/ B,
tales que (C(t),C(t)) €Z(t) v T, cu)>t C’_Z‘"(C(t)’é(t))TB_ es el. subespacm generado por
los vectores (C(t),0) y (0,i- C(t)) € H((C®),C(t))) & V((C(t),C’(‘t’))), por (2.7), tenemos
que d(pg ) P es la matriz fundamental a tiempo t = 27 de la ecuacién :

d{yt)\_( O 1>(y(t)>.
a\ g )\ -1 0 y(t)
Luego dgpy vy P =1, lo ‘que'prueba que (C(t), C(t)) es una érbita degenerada.

5.2. Perturbacién C! de la entropfa topolégica

Sea (M,g) una superficie cerrada y orientable. Para cada ’c.> 0 fijo, ,s§a<7?,1 (M,c) el
subconjunto de las 2-formas Q en M, tales que toda {)-geodésica magnética cerrada de
velocidad ¢ es hiperbélica, endosado con la topologia Ct.

Dado h € H?(M, IR), consideremos el subconjunto F (M, c, h) C Q*(M), definido como:

FYM, ¢, h) = inter (RY(M, c)) N{Q € Q*(M); [Q]=h }.
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Recordemos que un subconjunto compacto I' ¢ T¢M = E~1(c) e invariante por el
flujo magnético % es un conjunto hiperbdlico, si existe una descomposicién invariante

] g t \Tepm ] 1Y 2 P §
(continua)

| Tr(T°M) = E° @ E* ¢ EF,
donde E¢ = (X) ( subespacio generado por el campo) y existen constantes C > 0 y

0 < X <1, tales que:

(@) |dogi ()l < ONe|, VE>0,0€T, ¢ € E°,
(®) [deg2, () <CXYe|, V>0, 0€T, ¢ € B-

Dado Q € F1(M, ¢, h), sea Per(S, c) el coﬁjunto de unién de todas las érbitas periédicas
hiperbélicas de periodo minimal del flujo L repg- Por definicién tenemos que Per (), ¢) C
T°M es un subconjunto compacto e invariante por el flujo ¢ ‘ '

e

Teorema F. Seanc>0y Qe FY(M,ec, [Q]) Entonces Per(,¢) C T°M es un conjunto
hiperbélico. .

La prueba de este teorema sers dada en la seccién 5.2.3. Para esto vamos a combinar
nuestra versién del Lema de Franks para flujos magnéticos en superficies con otros resultados
de [9] y [25], de los cuales haremos una breve discusién en las 2-siguientes secciones. Vamos
ahora a estudiar las consecuencias del Teorema F.

Un conjunto hiperbélico se dice localmente mazimal, si existe una vecindad abierta U
de T, tal que I es el subconjunto maximal invariante de IJ , 1.e.,

I'= () ¢(V).

telR

Un conjunto hiperbélico bdsico es un conjunto hiperbdlico maximal con una érbita densa, y
le decimos no trivial cuando este no es una tnica 6rbita, periédica. Un hecho bien conocido
es que un conjunto hiperbélico bésico no trivial posee entropia topoldgica positiva, (cf. [5]).

De un modo general, dado un flujo continuo ¢+ en un espacio topolégico X, decimos
que un punto z € X es no-errante si para toda vecindad V C X de z, existe T > 0, tal
que ¢7(V) NV # §. Denotemos por Q(¢|x) el conjunto de todos los puntos no-errantes de
Pi|x- ' :

Corolario 5.2.1. Seanc> 0y Q € 71(M7 ¢, [Q]). Supongamos que el nimero de érbitas
periddicas de perfodo minimal del flujo magnético qS?[Tc wm €8 infinito. Entonces Per(Q, c)
contiene un conjunto bdsico no trivial. En particular ¢?
1tiva.

Tepy téene entropia topoldgica pos-

Dem.: SeaT' = Per(Q, c). Ya que Q@ € F*(M, c), entonces, por el Teorema F, el conjunto
T" es hiperbélico. :
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Inicialmente observemos que I' es localmente maximal. De hecho, usando la Proposicién
6.4.6 en [19], tenemos que existe una vecindad abierta U de I, tal que el conjunto

Tv=) ¢?(U)

" t€R

- es hiperbélico. Por definicién, tenemos que 'y es localmente maximal. Siendo que 2 (gb? |r) =

I,y que I' C Ty, tenemos que I' = Q (¢f}]) C @ (gb?[rv). Por el Corolario 6.4.20 en [19],

las 4rbitas periédica son densas en el conjunto no-errante 2 (gb?]rv). Asi Q ( ﬂl‘u) C

- Per(Q,¢) =T. Por lo tanto I' = 'y, lo que prueba que I' es localmente maximal.

Siendo I' localmente maximal, por el Teorema de la Descomposicién Espectral de Smale

- [37] (ver también [19]), tenemos que I' se descompone en una coleccién finita de conjuntos .

bésicos I'1,...,['p, tal que el conjunto no-errante de la restrlccmn &% lr satisface:

n

a4 = Um

=1
Ya que el niimero de érbitas periddicas en I' es infinito, por lo menos uno de los bésicos I';

no es unicamente una 6rbita periddica y por lo tanto no-trivial.
| O

Combinando el Teorema E y el Corolario 5.2.1, obtenemos:

Teorema G. Sean M una superficie cerrada orientable y Q una 2-forma en M. Supong-

amos que el flujo magnético 5 posee infinitas rbitas periddicas de periodo minimal, con-
tenidas en un nivel de energia positivo T°M = E~Y(c). Entonces eziste una 2-forma ezacta
dn € Q2(M) de norma arbitrariamente chica, en la topologia C?, tal que el flujo magnético

¢§Q+dn)‘TCM tiene entropia topoldgica positiva.

Dem.: Si Q € F! (M,c, [Q)]), entonces por el Corolario 5.2.1 , el flujo ¢ ]TCM tiene
entropia topolégica positiva, lo que prueba el Teorema con dn = 0. Supongamos que ¢

FH(M, c,[€]), entonces existe dfj € Q*(M) , C*-arbitrariamente cercana a 0 € (M), tal

que qbt posee una 6rbita periédica no-hiperbélica. Aplicando el Teorema 5.2.1,
tenemos que ex1ste una 2-forma exacta dn € Q?(M) , C'-arbitrariamente cercana a 0 €

O2(M), tal que el flujo ¢§Q+dn+dn) rers tiene entropia topolédgica positiva, lo que completa

(Q-+d7) l

la prueba del Teorema.
O

Sea p : M* — M el recubrimiento universal de M. Dado un punto z € M“ y T > 0,
definimos la bola magnética de centro z y rayo I como el subconjunto dado por:

Biag(Q,¢,z,T) == {y € M* ; existe una (-geodésica magnética
de z a y con longitud < Ty velocidad ¢ }.
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Sea Vol Byag(Q, ¢, z,T) el volumen riemanniano de B,y(Q, ¢, z,T). La aplicacién
z — Vol Bmag(Q ¢,z,T)

es invariante por aphcacmnes de recubrimientos (cf. [6, pg. 17]), por lo tanto define una
aplicacién en M, a la cual denotaremos del mismo modo. El siguiente resultado fue probado
por Bruns y Paternain en [6, Teorema D].

Teorema 5.2.2. Sea h (Q,¢) la tasa de crecimiento exponencial de las bolas magnéticas,

i.e.
hy(Q,¢) :==limsup — log/ Vol Brg(Q, ¢, 2z, T) dz.
] t—00
Entonces
hy(Q,¢) < hiop(£2, c).
Si ¢§2|T°M es Anosov, entonces vale la igualdad. a

'Si 2 es una 2-forma débilmente eracta en M, i.e. existe una 1- forma n en M* tal que
p*Q = dn, podemos definir el valor critico del ﬁujo magnético asociado a & [6] y [27, 10],
como:.

c(Q) :==inf{k € R; Ar.x(7) >0 para toda curva cerrada -y absolutamente continua },

donde L : TM* — IR denota el lagrémgiano correspondiente al levantamiento del flujo ¢

al recubrimiento universal de M. La prueba de la siguiente proposmlon también puede ser

vista en [6, Prop. 5.4].

Proposicién 5.2.3. Supongamos que ¢ > (). Entonces h,(Q,c) es positivo, si y sola-
mente si 1 (M) tiene crecimiento exponencial. ‘ ' O

Observacién 5.2.4. En dimension 2, es un hecho bien conocido que el grupo fundamental
de M tiene crecimiento exponencial, si y solamente si M es una superficie de genero g > 2.
Por lo tanto, combinando la Proposicién 5.2.3 y el Teorema 5.2.2, tenemos que si M es una
superéi(;)ze de genero g > 2, entonces hyop(Q,¢) > 0, para. toda 2 forma Q en M y para todo
c>c

Cuando 2 = dn, el campo magnético exacto asociado a dn coincide con el ﬂujd de

4 Euler-Lagrange para el lagrangiano convexo y superlineal L, : TM — IR, définido como:

1
Ly(2,) = 502(0,v) ~ 7a(o).
Recordemos que el valor critico estricto de Marie [27, 10] y [32], puede ser definido como:
co(Lyn) = inf{k € R; A, ,x(T') >0 para toda curva cerrada absolutamente

continua homéloga a cero}.
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Observe que por la desigualdad A.2, vale ¢(Q2) < co(L).

Para una superficie M arbitraria sabemos que la restriccién del flujo magnético al nivel
de energia T°M, con ¢ > co(Ly), puede ser visto como una reparametrizacién de un flujo
geodésico en el fibrado tangente unitario para una apropiada métrica Finsler (cf. [8]).

Una métrica Finsler es una funcién F : TM — IR, diferenciable fuera de la seccién
cero, tal que la derivada segunda de F? en la direccién de las fibras es positiva definida y
F(z,\ v) = \F(z,v) para todo A > 0y (z,v) € TM. Decimos que una métrica Finsler es
simétrica, si cumple F(z,v) = F(z, —v), para todo (z,v) € TM y decimos que es bumpy ,
si toda geodésica cerrada es no-degenerada. Si g es una métrica riemaniana en M, entonces
F(z,v) = g-(v,v)/? es un ejemplo de una métrica Finsler simétrica en M.

Varios resultados de flujos geodésicos para una métrica Riemanniana siguen siendo vali-
dos para métricas Finsler. Pero en contraste con el caso riemanniano, existen ejemplos
de métricas Finsler bumpy non-simétricas en S2, con sélo dos geodésicas cerradas. Estos
ejemplos son debido a Katok [18], y estudiados geométricamente por Ziller en [40].

El siguiente teorema fue probado por Radamacher en [34, Teorema 3.1(b)] para flujos
geodésicos en una variedad  compacta simplemente conexa satisfaciendo cierta condicién
sobre el dlgebra de cohomologia racional H*(M, Q). Tal condicién se verifica en el caso en
que M = 5?2 y el teorema sigue siendo vélido para métricas Finsler bumpy (cf. [34, pg.
81]). Por lo tanto, para simplificar la notacién podemos enunciarlo como:

Teorema 5.2.5. Sea F : TS? — IR una métrica Finsler Bumpy en S%. Supongamos que

existe sélo un nidmero finito de geodésicas cerradas para F en S2. Entonces existe una

geodésica cerrada eliptica, en particular no-hiperbélica. . o

Luego, combinando el Teorema 5.2.5 con los Teoremas A, E y G, tenemos que:

Proposicién H. Sea Q2 = dn una 2-forma ezacta en S2. Entonces, para cada ¢ > co{Lnp)

eziste una 2-forma ezacta dn € Q2(S?%) de norma arbitrariamente chica en la topologia C*, -

(Q+dn)

tal que el flujo magnético ¢; o tiene entropia topoldgica positiva.

i

En el caso del toro bidimensional 72, podemos usar el siguiente Teorema, cuya prueba
puede ser vista en [26]. :

Teorema 5.2.6. ( Teorema de Tonelli para curvas cerradas) Sea L un lagrangiano convezo
y superlineal en una variedad cerrada M. Entonces dado | € H{(M,Z), para cada a >0,
existe una érbita cerrada (v,%) : [0,a] = TM , tal que:

=1y Al < Ala),
para toda curva absolutamente continua o : [0,a] — M con [o] = 1.

Siendo Hi (T2, Z) = Z?, aplicando el Teorema. 5.2.6 al lagrangiano definido como L =
F2, donde F es una métrica Finsler, concluimos que existen infinitas geodésicas cerradas

-
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(una para cada clase de homologfa). Por lo tanto, por el Teorema de Tonelli y Teorema G,
tenemos:

Proposicién 1. Sea Q = dn una 2 forma ezacta en T?. Entonces, para cada ¢ > co(Ln)
eziste una 2-forma ezacta dn € Q?(T?) de norma arbitrariamente chica en la topologia C*,
tal que el flujo magnético ¢tQ+dT’) e tiene entropia topoldgica positiva.
’ ]
En el Apéndice A, usando los resultados de [29], [11] y [28], vamos a extender el resultado

de la Proposicién I para perturbaciones en la topologia C.

5.2.1. Accién simpléctica parcialmente hiperbélica

-Un haz vectorial simpléctico m : E — B es un haz.vectorial cuyas aphcacmnes de

transicién preservan la estructura simpléctica candnica de IR?™ en las fibras. Sea ¥ : R —
Sp(' ) una accién continua, tal que ¥; : E — FE preserva la fibra y U, ; = ¥, 0 ;. La
-accién ¥ induce un flujo ¢ : B — B, tal que ¥y o m = mo T,

Decimos que una accidén U es parcialmente hiperbdlica si existe una descomposicién
1nvar1anteE SelU, T>0y0<Xx<1, tal que:

[3

y decimos que ¥ es hiperbélica si existe una descomposicién E Es S©E“ C>0y A> O

tal que:

1) I\Pt(E)ISCé‘”Ifl, Vi 0, £ € B
(2) 1Z_4(&)| <Ce™¢], YiE>0, £ € B

La condicién de dominacién ( 5.2 ), implica que la descomposicién F = S @ U es continua.
Una acciér hiperbélica es claramente parcialmente hiperbélica. El siguiente teorema fue
probado por Contreras en [9].

'I?eorema E.>.2.7 . ([9, Corolario 2]) Una accién simpléctica parcialmente hiperbdlica, con
dim(S) = dim(U) y base B compacta, es hiperbslica. O
5.2.2. Sucesiones periédicas de aplicaciones simplécticas lineales

- Una aplicacién Lineal T : IR™ — IR™ es hiperbélica si T no posee autovalor de norma 1.
Los subespacios estables e inestables de T son definidos como:

ES T = 7. i n =
(T) {UGB’,}EEOT (v) 0},
EY(T) = {v € R™ lim T7"(v) = o},

n—roo

respectivamente.

“\PT’S@H “xp Tlswt(b»]]“\ VbeB, - 62)
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Sea GL(n) el grupo de los isomorfismos lineales de R"™. Decimos que una suce.sién
¢ : Z — GL(n) es periddica si existe ng € Z, tal que &4p, = §;, para t(_)_(%o i€ Z Dec’lr.nos
que una sucesién periédica & es hiperbdlica si la aplicacién lineal 27" &; es hiperbdlica,
en este caso vamos a denotar los espacios estables e inestables de [[7%5" &+ por E; &y
E%(£), respectivamente. ’
Dadas dos familias de sucesiones periédicas en GL(n), digamos &, = {£(a); a € A} y
Ne = {n(a); a € A}, definimos: _
d{€a, M) = sup{|lén(a) —m(a)ll; € A, n€ Z}.
Decimos que dos familias periddicas en GL(n) son periédicamente equivalentes si tienen
el mismo conjunto de fndices A y para cada a € A, el periodo minimal de £(a) y n(a)
coinciden. Decimos que una familia £, es una familia periédica hiperbolica si para todo
a € A, la sucesién periédica £(c) es hiperbdlica. Finalmente, decimos que una familia
periddica hiperbélica £, es estable si existe ¢ > 0, tal que toda familia periédicamente
equivalente 74, satisfaciendo d(£4,7a) < €, es hiperbélica.
El siguiente resultado fue probado por Maiie en [25].

Lema 5.2.8. ([25, Lemma IL.3]) Sea &, = {{(a); o € A} una familia periddica hiperbdlica

estable de sucesiones periddicas en GL(n). Entonces ezisten constantesm € IN y0 <A <1,

tal que para toda o € A y j € Z, vale:

m—1 . m—1 -1
(H §i+j(a)> ' (H §i+j(a)> <A
=0 E2(&(e)) B

#=0 S (309)

|

Sea Sp(1) = SL(2) el subgrupo de GL(2) dado por las aplicaciones lineaye-s simpléctif:?s
en (IR?,dz A dy). En [12], Contreras y Paternain probaron que si una familia de sucesién
periédica £, en Sp(1) es hiperbdlica estable entre las sucesiones en Sp(1) y sup,, H§}(a) | < oo,
entonces &, también es estable como familia de sucesiones periédicas de GL(2). Asi, tenemos:

Corolario 5.2.9. ([12, Corolario 5.2]) Sea o = {{(a); o € A} una familia periédica
Rhiperbdlica estable de sucesiones periédicas en Sp(1) con sup,, [|{(a)]] < co. Entonces existen
constantes m € ZT y 0 < A < 1, tales que para toda . € A , j € Z, vale:

m—1 ' el -1
(H §i+j(oz)> : (H giﬂ-(a)) | <A
=0 i=0

B, . (E(0))

B3 (£(e)
|

Observacién 5.2.10. Sea TJN = Hﬁgl ¢i+i(a). Usando que ||AB]| < ||4] ||B]], para toda

A, B € GL{n), tenemos que para todo N > 1y para todo a € A, j € Z, vale:
Ny—1L N
Pl 177l

E2(¢(e)) EY, oy (€(0))
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5.2.3. . Demostracién del Teorerha F

Seam ¢ > 0 fijo y U C T°M abierto. Sea R'(U) el subconjunto de las 2-formas € en M )
tales que todas las érbitas periédicas de ¢>§2 enteramente contenidas en U son hiperbélicas,

endosado con la topologia C*. Dado h € H?(M, IR), consideremos el subconjunto F Yu,n) c

02 (M ) definido como:
FHU, h) = intea (RYU)) N {Q € Q*(M); Q] =h}.

Dado Q € F1(U), sea Per(Q,U) el conjunto de todas las érbitas periédicas hiperbélicas

de periodo minimal d_el flujo ¢ ey €nteramente contenidas en U. La siguiente proposicién
es una version local que implica el Teorema F.

Proposicién 5.2.11. Sea Q € FUU,[). Entonces Per(QL,U) C T°M es un conjunto
hiperbdlico. »

Dem.: Como Q € FY(U,[Q]), tenemos que si U C {Q € Q*(M); [Q] = [Q]} es una
C*-vecindad de O suficientemente chica, entonces cada 6rbita de Per(Q,U) puede ser con-
tinuada y su continuacién analitica es hiperbélica, pues caso contrario podriamos producir
una 6rbita no-hiperbélica. .

-Para cada 6 = (z,v) € T°M, sea N () C TyT°M definido como:

N(6) = {¢ € THTM; gu(di(€),0) = 0},

Siendo dgTr(X 20) = v ( igualdad ( 1.5 )), tenemos que N(6) es transversal al campo X .

en el punto 4. Luego
TyT°M = N(8) @ (X%(9)),
y por lo tanto, la restriccién de la forma simpléctica Twist wy(£2) en N (8) es no degenerada.
Note que, por definicién, N'(8) no depende de la 2-forma Q. '
Sea K = K(Q,c) dado por el Lema 1.3.1. Dado #3200 = (v(t),%(@) € Per(Q,U),

~ denotemos por Ty su perfodo minimal. Sea n = n(6, Q) € IV, tal que Ty = n ty para algin

to €( %, K]. Para cada 0 < i < n—1, definimos el segmento ¥ = y(ito+1t). Observemos que,

por el Lema 1.3.1, ; : [0, 0] — U es inyectiva. Sean ; € TU secciones transversales locales

en los puntos ¢§;‘0 (6) de la 6rbita ¢§1(6), tales que Tyo Zi=N (¢§%0 (6)). Denotemos por
‘ . itg '

Sip = dP(Q, %4, D)) : N (98, (8) = N (64135, (6))

la aplicacién de Poincaré linealizada. Observemos que si Q € U, denotando por?t = @(Q)
la continiacién analitica de 6; = ¢{*(6), entonces 0y intersecta las secciones %i, 0 <i < n(h),
y por lo tanto, la podemos cortar en el mismo ntmero de segmentos de 6rbitas que 8;. Luego
la familia

@ ={55@; O ePar@V) y0<i<n=n,0}, (3

con Q €Uy () € Per(Q,U ) fija, es una familia periédicamente equivalente. El siguiente
lema es consecuencia del Corolario 4.1.2, cuya prueba la dejamos para el final de esta seccién.
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Lema 5.2.12. §i Q € F(U,[Q]), entonces £(S2) es hipe%bélica estable.

Aplicando el Corolario 5.2.9 y la observamon 5.2.10, si es necesario, tenemos que existe
0<A<1yT >0, tales que:

HdePTlEs(e)H ' HdGTP"T,EU(GT)“ <, | (5.4)
para toda 9t . $2(0) € Per(Q,U), donde Pr = P(Q,%, E1).
Sea I'(U) = Per(Q,U). Para cada punto § € I'(U), sea

3 {6,} C Per(Q,U), con lim, 6,=0y }

S(6) = {5 e N(8) ; 3¢, € E5(6,), tal que, lim, &, =¢

.. ~ 3{6,} C Per(Q,U), con lim, 6, =6y
u) = {§ EN(B) 5 3¢, € E¥(6,), tal que, lim, &, =¢ } :

Entonces la condicién de dominacién uniforme ( 5.4 ) implica que.

<A (5.5)

|dsPrls| - | donPriion)

para todo punto § € I'(U).
Vamos ahora a verificar que ( 5.5 ) implica que S @ U es una descomposicién continua
del haz N|y. Inicialmente observemos que S(f) N U(f) = {0}, para toda § € T(U). De

hecho, si ¢ € S(6)NU(H), entonces

1doPr©)) < || doPrlsge - 161 < || doPrlsio | - | dan sl - 190 Pr@N < NdsPr@,

y como X < 1, tenemos que obligatoriamente § = 0. Por las definiciones de U y S, tenemos
que dim S(0) > E*(6,) y dim U(f) > E*(6n), donde lim, 6n = 6,y 0, C Per(Q,U). Por
lo tanto N'(8) = S(8) @ U(8), lim, S(6,) = S(8) y limy, U(6n) = U(6) en la apropiada
variedad Grassmanniana.

Ya que dPs;; = dP; o dP; y por ( 5.5 ), tenemos que dP : Nlrw) = Nlrw) es una
accién simpléctica parcialmente hiperbélica. La continuidad de los subhaces S y U y sus
definiciones implica que S(§) = E*(8) y U(f) = E*(9), para toda 9 € Per(Q,U). Luego
dim S = dimU = 1. Por el Teorema 5.2.7, dP es una accién simpléctica hiperbélica en
Nlr@w- ' |

Sea '

A(B) : N(8) & (X2(8)) — N(6)

la proyeccién canénica. Observemos que por la igualdad 2.5, vale:

Q
dP = Ao dg| -

Usando los métodos de Hirsch-Pugh-Shub en [24], tenemos que la h1perbohc1dad de la accién
dP en N Irquy implica que I'(U) es un conjunto hiperbdlico para el flujo ¢t Vamos a dar
sélo las ideas de la prueba de esta implicacién. :

5.2. PERTURBACION C' DE LA ENTROPIA TOPOLOGICA 79

Siendo dP hiperbdlica, entonces existe una descomposicién NVirqny =E° @&, C >0y
A > 0, tal que: ,

(1) RO < CeMg, V>0, €€ £,
(2) |dP_4(§)l < Ce™™¢|, V>0, ¢

Definimos

F={L:EY 5 R, L(8): V() = R eslineal V 6 € T(U)},

L
con [IL|| = supgeqev_oy ’(5)! Para cada L € F, asociamos el subhaz Wy, de TpnT°M,
dado por: ©

Wi () = Graf(L(6)) = {¢ + (L(8) - £)X°(6); € € EV(8)}. -

Sea tg > 0, tal que Ce ™ < ¢™* < 1. Con31deremos la siguiente transformacién del grafico
T : F — F, correspondiente a Wr(L) = dél (W) y definida por

do¢i (Wr) = do Py, (€) + [T(L)(ds Py, (€))) X% (¢2 (6)), 6 €T(U) y £ € EV(9).

Afirmamos que T' es una contraccién. De hecho,

T(L; - LZ)(dHPto €|

d %L . Q
P, @1 |1 GalDl < p$RII(E) — Lo()1X(6)

e <

(L1 = L2) ()], 30
- 6’\Hf” “X (¢to(9))H

Luego ![T(Ll —Ly)| < e"HLl —Ls||. Sea Ly el punto fijo de 7. Definimos E* = W;,. Entonces
E* es invariante por d¢f’. Més atn, si ¢ € EV(6), entonces ( = £ + (Lo(8) - ) X2 (8) con
§ =A(0)(¢) € (). Ya que Ly es continua, existe Q1 > 0, tal que |¢| < Q1]¢| = Qll,ACH

para todo ¢ € £%. Como N (8) y X*(8) son subhaces transversales y continuos de TranT°M :
eiltonces_ el1 dngulo Z(X8),N(8)) estd limitado inferiormente y existe Q2 > 0, tal que
L1A¢l= ZJé| < IICll. Entonces

lde#:(C)] = |doP(€) + (T(Lo) - £)X(6)] >
S _]'_Id P(E)I C 1 )\t > C«—leAt
- QQ 9 1 lfl Ql QQ igl

Finalmente

dim F* = dim Graf(Ly) = dim&* = 1.

La existencia de un subhaz estable fuerte de dimensién 1 es probada de modo similar.
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Demostracién del lema 5.2.12

Puesto que Q € F(U,[1)]), existe una C'-vecindad de U C{_ﬁ € QZ(M ); 19
suficientemente chica, tal que para toda {2 € U la familia £ (Q).es h1;,>e.rbohca. Sea §(Q2,
0, dado por el Corolario 4.1.2. Supongamos que la familia hiperbdlica

= [}

c) >

£(Q) = {Si(6:) = Si9 : NBito) = N (B(isrye); 6 € Per(,U), 0 <1 <n(fy)}

no es estable. Entonces existe una érbita periédica 6; € Per(Q,U) y una sucesién de apli-
caciones simplécticas lineales 7; : N (8i5,) — N {8541y ), tales que:

: n(6:)
IS:(6:) = mill > 6 ¥ H 7; 1o es hiperbdlica.
=0 .
Observemos que el espacio de pertubacién en el Lema de Franks ( Teorema 4.1.1 ) presel.rx’ra
la 6rbita seleccionada 8;. Por el Corolario 4.1.2, _e_xiste una 2-forma € U, tal que 8; también
es una 6rbita periddica para el flujo ¢ y S;4(Q) = n;. Como | :
. CH . n{6:)
dso P(Q, 20, %0) = [ Sis(@) = []
i=0 =0

la 6rbita 8, es no-hiperbdlica para. el flujo magnético asociado a Q, lo que contradice la

eleccién de la vecindad U.

‘0

Apéndice A
Flujos Lagrangianos

En este Apéndice vamos a recordar los principales resultados para sistemas lagrangianos
auténomos convexos y superlineales en una variedad cerrada, tales como los conceptos intro-
ducidos por Mather en [29] y Mafie en [27]. Para el caso en que M es el toro bidimensional,
vamos a combinar el Teorema C y los resultados de [29], [11] y [28], para extender el re-
sultado de la Proposicién I a perturbaciones en la topologfa C* para los flujos magnéticos

exactos en el toro bidimensional ( Prop. A.2.1).

A.1. Lagrangianos Auténomos Convexos 'y Superlineales

Sea M una variedad suave cerrada y conexa de dimensién arbitraria. Sea I : TM — R

un lagrangiano de clase C® convexo y superlineal, i.e., para cada fibra T, M, la restriccién
de L tiene el Hessiano positivo definido y vale:

L(z,v) =
ol —co  [v]] ’

_uniforme en z € M. Recordemos que la accidn del lagrangiano L sobre una curva absoluta-

mente continua 7 : [a,b] — M esta definida por:

b ’ .
Ar(y) = / L(y(8), 5(%)-

Los puntos extremales de la accién estin dados por las soluciones de las ecuaciones de
FEuler-Lagrange, que en coordenadas locales se escriben como:
' d 8L 0oL

| dtov oz
Siendo el Lagrangiano L convexo, las ecuaciones de Buler-Lagrange definen un campo vec- _
torial completo en TM al cual denotaremos por X7. Definimos el flujo de Buler-Lagrange
$+(L) : TM — TM como el flujo asociado al campo Xr. La Energia Total E; : TM — R,
definida como: ' oL

Ep(z,v) = 50 Y — L(z,v) (A

81
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es una integral primera para el flujo ¢:(L).

Vamos ahora a recodar la definicién de Mafie del valor critico [27]. Dados dos puntos
z,y € M y. T > 0 denotemos por Cr(z,y) el conjunto de todas las curvas absolutgmente
continuas v : [0,T] — M, tales que v(0) = z y 7(T) = y. Para cada k € IR, definimos el
potencial de la accion @y : M x M — IR por:

®p(z,y) = inf{Are(v) ; v € UrsoCr(z,y) }

Siendo L c':onvexo y superlineal podemos definir:

Definicién A.1.1. El valor critico del lagrangiano L es el niimero real c(L), dado por:
c(L) :=inf{k € R; ®p(z,z)>—c0 ‘para algun z € M}.

Sea p: N — M un recubrimiento de M y L: TN — IR el levantamientt? de lagrangiano
L a N,ieL = Lodp. Entonces, para k € IR, definiendo el potencial &, : N x N — R,
como arriba, obtenemos el valor critico ¢(IL) para L. Por propiedades del infimo, tenemos
que si N7 y Ny son recubrimientos de M, tal que N; cubre N», entonces

c(Ly) < e(Ly), (A.2)

donde L; v Lo denotan el levantamiento de L a N; y N» respectivamente. Entre todos
los recubrimientos de M destacamos el recubrimiento _abeliano al cual denptaremos: por
M. Definimos el walor critico estricto co(L) como el valor critico para el levantamiento

I:M—-RdeLaM.

Observemos que para cada curva absolutamente continua 7 : [a,b] — M y para todo
k > ¢(L), vale: :
' AL() 2 x(v(a),7(b)) = =Bk (7(b),7(a)). . (A.3)

Decimos que una curva absolutamente continua v : [a,b] — M es semiestdtica si
AL (o)) = B (1(80), 7(20)),

para todo a < #y < t1 < b; y decimos que es estdtica si
AL Aito) = — ez (7(t1)7’7(to)),

para todo a < #p < #; < b. Ciertamente, por A.3, una curva estitica es semiestatica.

Alternativamente podemos decir que una curva semiestdtica v|[,y) es estética cuando para
todo a < tp <ty < b, vale dyz) (y(to),¥(t1)) =0, donde dy : M x M — IR definido como |

' du(z,9) = Bx(5,9) + Bul(y, )

es una funcién distancia para k > c¢(L) y una pseudo-distancia para k = ¢(L). Por defini-
cién del potencial, una curva semiestatica es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Ademds las curvas semiestéticas tienen energia igual a c¢(L) (cf. [27, 10]) . Los concep-
tos de curvas semiestédticas y estdticas estdn cercanamente relacionados a los conceptos de

trayectorias c-minimal y trayectorias c-minimal reqular respectivamente, introducidos por
Mather en [30].

Dado 6§ € TM vamos a denotar por 4 : IR — M la tnica solucién de las ecuaciones de -

Euler-Lagrange con la condicién inicial (y5(0),4(0)) = 6. Sean
S=S(L)={0€TM; ~5:R— M essemiestatica },

S=S(I)={0€TM; ~v:R— M es estética },

dichos conjuntos son subconjuntos de TM compactos e invariantes por el ﬂll_]O de Euler
Lagrange de L. Sea w : TM — M la proyeccién candnica. Entonces g S — M es
biyectiva con inversa Lipschitz, la prueba de tal propiedad puede ser vista en [27; 10]
extiende el Teorema del Gréfico Lipschitz de Mather en [29].

Usando la propiedad del Gréfico, podemos. definir una relacién de equivalencia en g.

Vamos a decir que dos elementos 6; y 6, € & son equivalentes cuando de(zy(m(61), m(62)) = 0.

Tal relacién de equivalencia particiona S en clases, las cuales llamaremos clases estdticas
de L. Sea A el conjunto de las clases estatlcas Definimos un orden parcial <X en A por:

(i) < es reflexiva.
(ii) < es transitiva.

- (iii) Si existe § € %, tal que el conjunto co-limite a(f) = a(@(L)(0) C Ay el

conjunto w-limite w(f) = w(¢:(L)(6)) C A;, entonces A; < A;.
El siguiente teorema fue probado por Contreras y Paternain en [1 1].

Teorema A.1.2. Supongamos que el numero de las clases estdticas es finito. Entonces dado
A; y Aj en A, tenemos que A; < Aj. 0O

Sea A C TM un subconjunto invariante por el flujo ¢:. Dados € > 0 y T > 0, decimos
que los puntos 61,02 € A estdn (e, T)-conectados por cadenas en A, si existe una sucecién
finita {(&,%:)}; CAX R, tal que & =6y, &, =6, T <t y d(gbtz (é1),&+1) < €, para
1 =1,...,n — 1. Decimos que el subconjunto A C-TM es transitivo por cadena , si para
todo par 61,0, € A y para todo e > 0y T > 0, los puntos 8; y 6, estdn (e, T)-conectados
por cadena en A. Cuando esta condicién también es vilida si 6; = 82, decimos que A es
recurrente por cadena. La prueba del siguiente teorema puede ser vista en [10].

Teorema A.1.3.
(a) T es transitivo por cadenas.
(b) S es recurrente por cadenas.
(¢) Los conjuntos o y w-limites de una drbita semiestdtica estdn contenidos en SO

Vamos ahora a recordar los ‘conceptos introducidos por Mather en [29] aplicados al caso
auténomo, donde el lector podr ver los detalles y las pruebas. Sea M el espacio de todas
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las medidas de probabilidad con soporte compacto en el o-dlgebra de Borel en TM, con
la topologia débil. Por los resultados bésicos de la Teorfa Ergédica, tenemos que M es
un espacio métrico compacto y convexo. Denotemos por M(L) C M el subconjunto de
todas las medidas de probabilidad invariantes por el flujo de Buler-Lagrange asociado al
lagrangiano L. Definimos la funcional de la accién media A : M(L) — IR por:

Ar(p) =/TM L dp.

Sea H1(M, R) el primer grupo de homologia real de M. Para cada medida p € M(L)

podemos asociar una tnica clase de homologia, la cual denotaremos por p(u), tal que

(o), [w]) = /T v,

para toda l-forma w cerrada en M.
Para cada h € Hy(M, R), definimos

M(h) = M(L,h) = {u € M(L) ; p(x) = h}.

Usando que el subconjunto M(h) es.cerrado, la funcional es semicontinua inferiormente y

usando que la aplicacién p es sobreyectiva, podemos definir la funcién de la accién minima

B: Hi(M,R) — IR como:
B =min{Ar(w) ; plw)=h}.

Esta funcién es convexa y superlineal. Una medida invariante p satisfaciendo Ayp(u) =
Blp(r)) es lamada medida p(p)-minimizante . Definimos la funcié;l o de Mather como la
funcién dual convexa de 8, i,e & = 8* : H*(M, R) — IR dada por:

o([w]) = heHS:?JI?/I,R){< [fu],h > —p(h)} = —uerg\li’?L){A(L-w) (#)}-' ,

Por dualidad'convexa, tenemos que o también es una funcién convexa, superlineal y o* = 3.

Ademss, una medida yg es p(uo)-minimizante, si y sélo, existe una 1-forma cerrada wy,
tal que Ap—wo(po) = minge ) {Az—wo) (1)} La clase [wo] € HY(M, R) es usualmente
llamada subderivada de la funcién B en el punto p(ug) € Hi(M, IR). Para cada [w] €
H'(M, R), consideremos el subconjunto: :

ML) = {peMl); afw)=—-Ar—w(u)} ,
= {peMl); Ar)=Bpk) = (wopp) —a(w]) }.  (A4)

El ‘conjunto de Mather A([w]) C TM est4 dado por:

A(wh) = |J Supp(u).

pEM® (L)
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Tales conjuntos son compactos e invariantes, y como ya mencionado anteriormente, poseen
la propiedad del grafico lipschitz.

Vamos ahora recordar las relaciones entre la teoria de Mather y los valores criticos de
un lagrangiano. Mafie en [27, 10], probé la notable igualdad: '

(L —w) = a(lw)),

para toda 1-forma cerrada w en M. En el caso del recubrimiento abeliano de , en [32] G.
Paternain y M. Paternain probaron que:

WD) = B =) = min  {a(l)} = -5(0).

El siguiente teorema también fue probado por Maiie en [27].

Teorema A.1.4. Sean p € M(L) y w una I-forma en M. Entonces pu € MYL), siy sdlo.
Supp(p) C (L — w). : :

0

Usando las propiedades de las funciones o y B, vamos a probar el siguiente lema:

Lema A.1.5. Supongamos que Hi(M,R) # 0. Dados ¢ > co(L) y una clase no nula

ko € H1(M, R), eziste una I-forma cerrada wy Y Xo € R, tales que [wo] € H'(M, IR) es

una subderivada de la funcidn 8 en el punto Aghg € Hi(M, R), con a(lwg]) = c.

Dem.: Siendo las funciones o y 3 superlinales, valen:

. B(h) o))
1 = —— = 0.
wise T =% T e Tl =
En particular )
B(Aho) _
A—00 I)\hol = (A5)

Sea 8B : Hy(M, R) — Hy(M, R)* = H! (M, IR), la funcién multivaluada que a cada punto
h € Hi(M, IR) asocia todas las subderivadas de la funcién convexa 3 en el punto h. Ya que
B es finita, entonces 8B(h) es un cono convexo no vacio para toda h € Hy (M, R), y 3(h)
es un Unico vector, si y solamente si 8 es diferenciable en A ( cf [35, Seccién 23]). Definimos
el subconjunto o .

Sthe) = | J 86(Aho).

AER

Por (A.5) tenemos que el subconjunto S(ho) C H'(M, IR) es no-acotado, y siendo B con-
tinua, por las propiedades de la funcién multivaluada 0 mencionadas arriba, tenemos que
S(ho) es un subconjunto conexo. Observemos que w € 95(0), entonces a([w]) = co(L) =
min{e([d]) ; § € H*(M, R)} y ademés, por la superlinealidad de la funcién o, la restriccién
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o S(ho) es no-acotada. Por lo tanto por el Teorema del Valor Intermedio, tenemos que para

todo ¢ € [co(L), o0) existe wg € dB(Aoha) C S(ho), para algin g € R, tal que a({wg]) = c,

lo que prueba el lema.
' O

Decimos que una clase h € Hi(M,IR) es racional si existe A > 0, tal que Ah €
i«H,(M,Z), donde i : H1(M,Z) — H;(M,IR) denota la inclusién. La prueba de la sigu-
iente proposicién puede ser vista en [28]. '
Proposicién A.1.6. Sea M una superficie cerrada y orientable. Sea p € M(L) una medida
p(p)-minimizante, tal que p(u) es racional. Entonces el soporte de p es la unidén de drbitas
cerradas de L. ‘ : O

A.2. Lagrangianos magnétiéos en el toro T2

Sea g una métrica riemanniana en el T2. Dada una 2-forma exacta dn en T2, el flujo
g : 7 ’ y

magnético asociado a dn estd dado por las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano
1
Ln(% ’U) = 592‘(”’-’0) - nft(v>
Por la igualdad (A.1), en este caso tenemos:

1
§gx(v,v).

Proposicién A.2.1. Dado ¢ > co(Ly) eriste una 2-forma ezacta dn € Q2(T2) arbitraria-
mente C"-cercana a dn, con 1 <r < oo, tal que hiop(di, c) > 0.

Er, (z,v) = E:(z,v) =

Dem.: P_dr el Teorema C, existe un subconjunto C"-residual
O(c) C {0 e Q*(T?%; [Q] =0},

“tal que para toda Q € @(c) el lujo magnético exacto ¢’ asociado a Q) satisface la propiedad
Px_g, i.e., toda 6rbita periédica del flujo ¢§2 es no-degenerada y todo punto heteroclinico es
transversal. Siendo que L — ¢(L) es continua en el conjunto de los Lagrangianos endosado
con la topologia uniforme en subconjuntos compactos de TT? (cf. observacién en [11, pgl7]),
podemos elegir una 2-forma exacta d¢ arbitrariamente C"-cercana a dn, con 1 < r < oo, tal
que d¢ € O(c) y ¢ > co(Lg)-

Sea i : H1(T?,Z) — H1(T? R) la inclusién. Recordemos que H1(T?,Z) = Z* y que
Hy(T?,R) = IR?. De este modo tenemos que {(0,1),(1,0)} C H1(T?, Z) es una base de
H,(T?, IR). Ademss, es facil ver que si o, o son dos curvas cerradas en T2 con [og] = (0,1)

v [ea] = (1,0), entonces ag Ny # 0. '

Aplicando el Lema A.1.5 para hg = (0,1) € H1(T?, Z), obtenemos una 1-forma cerrada
wo en T? y Ay € IR, tales que ¢ = a(jwp]) = ¢(Le — wp) y si po € M(L) es una medida

(Aoho)-minimizante entonces vale: :

ALg—un(po) = erfgr(lL){ALg—wo (w)}
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y siendo p(uo) = Aoho racional, por la Proposicién A.1.6, tenemos que el soporte de ug es
la unién de érbitas periédicas de L.

Sea A([wo]) C TM el conjunto de Mather asociado a la clase [wg] € H (T?, R). Entonces,
por definicién de A([wo]), tenemos que Supp(uo) C A([wo]). Por el Teorema del Grafico
Tiagwe]) © Alfwo]) — T? es inyectiva. Luego si vi,72 : R — T2 son dos df-geodésica
magnéticas cerradas distintas contenidas en 7(A([wo])), entonces obligatoriamente v; y o
son curvas cerradas simples y [v1] = [y2] € Hy (T2, Z), pues en caso contrario las curvas
Y1 ¥ 72 tendrian interseccién no trivial. Sea ¢ — (v(t),¥(2)) una 6rbita periédica contenida
eI('il el soporte de la medida pg y denotemos por ., la medida de probabilidad soportada en

5(9) Entonces por definicién de la aplicacién p, tenemos que

plpy) = [,_’27_,_]’

donde T" > 0 denota el periodo de +. Luego, como p(uo) = Aohg y por linealidad de p,

tenemos que [y] = hg.

Recordemos que si una medida u € M“°(L), entonces todas las componentes ergédicas
de p también estdn contenidas en M“°(L) (cf. [26, pg. 78]). Como ¢ = c(Lg—wo) > eo(Le) =
-5(0 ) M (L) es cerrado, existe k > 0, tal que

lo(u)] >k >0, paratoda p€ M“(L). (A.6)

Por lo tanto, el perfodo de una érbitas perlodlca, contenida en Supp(ug) esta acotado lo
que implica que Supp(uo) es un nimero finito de érbitas periddicas de L (pues d¢ € O(e)).

Sea p # pg una media invariante contenida en M“°. Vamos a mostrar que p(u) €

(ho) C Hi(T? R). Inicialmente observemos que , si v € w( Supp{uo)), entonces, como
[v] = ho # 0, el conjunto C, = T? — {y} define un cilindro abierto. Por la propiedad
del gréfico del conjunto de Mather A([wg]), tenemos que Supp(p)NSupp(ue) = 0. Luego

m(Supp(u)) C Cy. Por lo tanto p(u) € ix(H1(Cy, R)) C Hi(T?, IR), donde i : Cy <> T2 es
la inclusién. Por deﬁmclon de C, tenemos que p(u) € (ko) C H1(T?, R). Por lo tanto vale:

M=(L) c{pe M(L); p(u) € {ho) }.

Usando nuevamente la Proposicién A.1.6 y la desigualdad (A.6), obtenemos que el con-
junto A([wo]) es una unién finita de érbitas periédicas del lagrangiano L¢. En caso de que
exista una 6rbita periédica no-hiperbélica en A(Jwo]), entonces el Teorema .se reduce al
Teorema E. Por lo tanto vamos a asumir que todas las érbitas periédicas en A([wo]) son
hiperbdélicas.

. 2 . . 7, .
Sean 7; : IR — T%, con i = 1,...,n, geodésicas magnéticas cerradas, tales que

n

7 (Awol)) = | -

=1

Siendo que Supp{up) C A([wo]), tenemos que [y;] = ho = (0,1) € H; (T?, R), para todo
i € {1,...,n}. Dado # € TM vamos a denotar por 7, : IR — M la tinica solucién de las
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ecuaciones de Euler-Lagrange de L¢, con la condicién inicial (y4(0),45(0)) = 6. Sea

—~

S(wo) = f}(LE —wo) ={0 €TM; ~5:IR— M es estitica para (Lg — wo)},

y sea A el conjunto de las clases estdticas para el lagrangiano L; — w. Recordemos que

A([wo)]) C S(wo), y siendo cada clase estatica un conjunto conexo ( Proposicién 3.4 en [11]),
para cada 1 <1 < n, la drbita (v;(¢),¥i(t)) estd contenida en una clase estitica. Por otro
lado, el Teorema A.1.4 implica que cada clase estitica contiene por lo menos una de las

érbitas periddicas que forma el conjunto de Mather A([wp]). Luego el ntimero de las clases

estaticas estd acotado por n.

Inicialmente supongamos que A(Jwg]) = S(wo). Entonces cada érbita periédica en A([wg])
es una clase estdtica. Sean Ay, ...., A, las clases estaticas para el lagrangiano Lg — wp. Apli-
cando el Teorema A.1.2, obtenemos que A; = A;, para todo 4,5 € {1,...,n}. En particular
Ay = Ay, por lo tanto por definicién de ”<”tenemos que existe un punto 6 € Z(wp) tal que
el conjunto c-limite () C A; y el conjunto w-limite w(8) C Az. Siendo (y1(2),%1(2)) = Ay
una 6rbita hiperbélica del flujo <¢>§l§ |rens y que d€ € O(c), tenemos que A; posee una érbita
homoclinica transversal ¢f§(0). Por lo tanto hip(d€, c) > 0, lo que prueba el Teorema para
este caso. .

Supongamos que A(Jwo]) # S(wp). Para cada 6 € S(wo) \ A([wo]), por la propiedad del

o~

grafico para el conjunto estético X (wp), la geodésica magnética vy = x o ¢fé(9) :R—T? .

no posee punto de autointerseccién y g N 7w (A([wp])) = 8. Ademds, por el Teorema A.1.4,
tenemos que los conjuntos a-limite y w-limites est4n contenidos en el conjunto de Mather
A([wg]). Observemos que en el toro T? una curva que se acumula en tiempo positivo a
més de una curva cerrada necesariamente se autointersecta, tenemos que w(6) es apenas
una drbita periédica. Del mismo modo, tenemos que a(f) también es apenas una Grbita
periddica. Luego, como d¢ € O(c), la érbita gbfg (@) es una 6rbita heteroclinica transversal.
Evidentemente, si A([wp]) es una tnica érbita periédica, entonces ¢2(8) es una drbita
homoclinica transversal, lo que implica que hip(d€,c) > 0. En Caso contrario, i.e, n > 1,
por la propiedad de recurrencia ( Teorema A.1.3 ), tenemos que si 6 € Si(wp) \ A(Jwo]),

~

entonces ¢ estd (e,T)-conectados por cadenas en X(wg), para todo e > 0y T > 0, i.e,

* existe una sucesién finita {(¢;, )15, C S(wo) X R, tal que 4 = ¢z =6, T < t; v

d(¢ff(§1), Giy1) <€ parai=1,..,k — 1. Siendo que las geodésicas magnéticas cerradas en
7w (A(jwp])) son aisladas en el toro, tenemos que para e suficientemente chico, el conjunto
{m(&}Y, C n(S{wp)) necesariamente intersecta el interior de cada uno de los cilindros
obtenidos por cortes del toro en dos curvas 7;,v; € m(A([wo])), con 1 < 4,5 < n. Por lo
tanto, eligiendo una orientacién en 7(A([wp])) y reordenando los indices, obtenemos un ciclo
de érbita heteroclinicas transversales, lo que prueba que hiop(d€, c).

O
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